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1. DESCRIZIONE DEL PROBLEMA

E’ noto che un conduttore attraversato da correzlsdtrica diventa sede di fenomeni
dissipativi di tipo termico (funzione, secondo &gde di Joule, del quadrato dell’intensita
della corrente); ne consegue un innalzamento tefigeratura. In particolare un conduttore
di resistenza R, attraversato da una correnteed$ita |, produce, per effetto Joule, una

dissipazione d’energia per unita di tempg, pari a:
U.gen = RI2 [W]

Conoscendo la resistivita [Q m] del materiale (supposto omogeneo), la lunghézzala
sezione A (supposta costante) del conduttore pgRdiesprimere come:

(i) R=p(L/A) [Q]
Quindi I'energia dissipata dall'intero conduttoreata da:

. _ L 2
Ugen = 'OZI

Introducendo il vettore densita di corrente eledtre supponendo che sia uniforme su tutta la
superficie e normale aAd si puo scrivere:

| =[JI@A =JA= J:'—A [Am?]

In queste ipotesi si puo facilmente ricavare laegarione d’energia termigaer unita di
volume e di tempoome:

U
Upen =—20= p[0? [Im°s®
gen Lm p [ ]

Nell'ipotesi fatta, cioe di conduttore omogenecoerente uniforme, anche,, e uniforme.Si
puo vedere attraverso un’analisi delle unita diurdsche effettivamente,_,, € un’energia per
unita di volume e di tempo:

[Q m A M= Q A m3=[W m3=[J s' m’]

La resistivita € una proprieta caratteristica datamnale e come tutte le proprieta fisiche varia
al variare della temperatura. In effetti, 'aumedtdla temperatura per effetto Joule provoca
un’alterazione della resistivita del materiale eanseguenza della variazione della resistenza
del conduttore. In molti casi pratici la variaziogieo con la temperatura si puo trascurare e
qguindi la generazione d’energia oltre ad esser®ume risulta ancheostante.

In altri casi occorre tener conto della variaziatedla resistivita al fine di evitare fenomeni
d’instabilita termica che possono sorgere nel ctindet Con riferimento ai conduttori
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metallici, la resistivita aumenta all’aumentarelalé@mperatura, cio produce un aumento della
resistenza e quindi dell’energia dissipata, cheaawlta si traduce in un innalzamento della
temperatura. In queste condizioni pud aver luogdemomeno d’instabilita termicahermal
runaway,dovuto al fatto che all'aumentare della tempemumentap e quindiu_, il che

gen
conduce a sua volta ad un aumento della temperatadaun nuovo aumento di. Per evitare |l
danneggiamento del conduttore bisogna quindi sted@a scambio termico che lo interessa
tenendo conto della variazionealcon la temperatura.
La relazione fra temperatura e resistivita per temali metallici in generale, € pressoché
lineare su un intervallo di temperatura abbastamzpio, quindi si puo approssimare con una
serie di Taylor arrestata al primo ordine a pariaeun punto di riferimento. Quindi deffa
una temperatura di riferimentqog la resistivita a quella temperatura:

0p
T)=p,+— T-T
PM=pytr (=T
Assumendo:
ap
= =t
B T an(a)

Si puo scrivere:
pP=p,+B(T-T,)

Quindi la generazione interna d’energia e data da:

Ugen(T) = 0, 3+ BI(T-T)

I

-
e
Fa
-
- 3
-~
= >

Il valore difnon € altro che la pendenza della retta che agipnada curveo -T. Ovviamente
per =0, la retta risulta parallela allasse della tempaiate quindi la resistivita risulta
costante. In genere la retta teorica si discostia darva reale per valori piu bassi della
temperatura ambiente e mostra una tendenza aliazemne.
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2. SCHEMATIZZAZIONE DI UN CONDUTTORE

Un conduttore elettrico € schematizzabile come iimdco pieno di lunghezza molto
maggiore del raggio quindi lo scambio termico ahenteressa si puo studiare con riferimento
all’equazione della conduzione in geometria cilioay che assumendo le ipotesi di:

Flusso mono-dimensionale radiale;

Mezzo isotropo nei confronti della conducibilitarteca;
Modello di solido perfetto;

Mezzo omogeneo nei confronti della conducibilitartiea,;
Flusso stazionario.

arwnPE

e data da:

1d [RdT}_ Ugen _
R dR dR k

Si tratta di un'equazione differenziale ordinarg secondo ordine, quindi abbiamo bisogno,
per definire il problema, di due condizioni al cammo sulla funzione T.

Una prima ipotesi & di imporre la temperatura su'~

parete del cilindro ad un valore fissalg quindi, T,
detto R il raggio esterno del conduttore, si avra

condizione detta ditipo: e

T(R=R,)=T,

Una seconda ipotesi € di considerare il cilind..

immerso in un fluido in movimento a temperatura Te, o

T, col quale scambia calore in virtu della differanz . T
di temperatura tra fluido e cilindro stesso. Da ur

bilancio d’energia scaturisce la condizione al_

contorno detta dil tipo :

dT raiiin.
L =a(TR=R)-T)
R=R,

cona coefficiente medio di scambio termico convettivo.

Definita la prima condizione al contorno come und @ Il tipo, la seconda si puo far
derivare dalla “simmetria” del problema. Il condu# in esame presenta una simmetria fisica,
tipica dei solidi di rivoluzione, ed una simmetdiacarico termico. Le condizioni termiche cui
il conduttore e sottoposto sono, infatti, uniforsui tutta la parete, come si puo capire dalle
precedenti condizioni al contorno, dunque ogni pustilla parete si trova nelle stesse
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condizioni termiche d’ogni altro punto ed in paotere del suo simmetrico rispetto all'asse

del cilindro.

Poiché il materiale € omogeneo, questa situaziooenserva all’'interno del materiale, percio
I'andamento della temperatura lungo un genericondieo sara simmetrica rispetto all’asse

centrale. Questa simmetria naturalmente si ritrova
sul flusso termico, cioé il flusso termico, dirett~
radialmente, che fuoriesce da un generico punto
conduttore, sara bilanciato dal flusso termico c
fuoriesce dal punto simmetrico rispetto all'asse.

a(R=o-H

Questa considerazione e di fondament:
importanza perché ci consente di pervenire &
seconda condizione al contorno. Se vi fosse
flusso termico che fuoriesce da un punto
coordinata R=0, cioé un punto dellasse d

asse del |
conduttore |

R

simmetria del conduttore, la condizione di simnaeti
termica non potrebbe pili essere soddisfatta per -F.
non ci sarebbe nessun punto in grado di bilanci
guesto flusso. Per tale motivo deve risultare:

Ol =0
Da cui deriva la condizione al contorno di Il tipo:

ary _
dRjg-

La condizione al contorno dl tipo, interpretabile
anche come condizione di adiabaticita della sezic
a R=0, e indicata graficamente con una zol
tratteggiata, inoltre, stante la simmetria, in segoel
tracciare i profili di temperatura si riportera aaino
dei due tratti simmetrici, con I'asse della tempara
coincidente con I'asse di simmetria.
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3. CONDUTTORE CON GENERAZIONE INTERNA COSTANTE

Consideriamo il caso in cui la generazione interi@nergia termica oltre ad essere
uniformemente distribuita sia costante, quindi preechidente dalla temperatura.

Condizioni al contorno di | e Il tipo

Le equazioni che governano il problema sono: AT

O
1d dT) Ugen _ T
EdR(R deJr KO a
ar . | I
dRz-
T(R=R)=T 0 I

¥

Procediamo con l'adimensionalizzazione  dci

problema, ricercando delle grandezze costantianai f

riferimento. Per quanto riguarda la varabile sdaziea grandezza di riferimento c’e fornita
esplicitamente dal problema ed ¢ il raggio este@laconduttore, per la temperatura, invece,
non riusciamo ad individuare a priori una quantaaatteristica del problema ma il suo valore
ci viene “suggerito” dal processo stesso di adinmeradizzazione. Definiamo quindi le
variabili adimensionali come:

- u
r = B G = T Te ATrif = genRi
& ATrif k
&g
In questo modo il problema adimensionale e espres:
dalle equazioni: % |
I
L 90 -
rdr\ dr p
ST
% = O r
ar - 0 T
(r=1)=0 |

: , . . . 1
Risolvendo il problema adimensionale si trova 8(r) = Z(l_ r2)

UgenR? [, R
e tornando al dimensionale T(R =T +%EE1—¥]

7
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L’'andamento della temperatura e quindi di tgasabolico,con valore minimo sulla parete e
valore massimo in corrispondenza dell'asse dedlatiore:

B =61 =1)=0 T =T(R=R)= T

1 _ o Ugen R?
—g(r =1)== T =T(R=0)= T+—=2*
Hmax g(r 1) 4 max ( ) -I; 4k

Soffermandoci sul valore dAT,; , scaturito da considerazioni di tipo formal@ossiamo
trovare per esso un significato anche sul pianodig?ossiamo ricavare, infatti, che :

ATmax =T - -I; = = . = ATrif = 4 meax

Il salto di temperatura preso a riferimento ris@$sere il quadruplo del salto massimo che si
riscontra nel conduttore, cioe il salto termicolfesse e la parete del conduttore.

Temperatura adimensionale

&(r)

0.

0.k

04
1
4 ul:;".:- —_—__—_——__

F
0.z 0.3 L 0.3 1
Temperatura dimensionale
T(E)
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Condizioni al contorno di Il e |l tipo
Le equazioni che governano il problema sono:

&T
g O E7 |
E_ Rir + Lbenzo
Rd d k
2= o &
dR-, g
R
dT]|
—k—'J =a(T(R=R)- ) 0 R,
R |
Procediamo anche in questo caso con l'adimensizalione assumendo:
T-T R 2
ATrif Re k
In questo modo il problema adimensionale risulta
essere definito come: AL
1 %
_i r% +1=0 |
rdr\ dr
dé
- =0 - Bi
dr r=0 feon c
dé .
—| =-Bil#(r =1 -
dr| (r=1 0 | 1o
_aR
Dove Bi e il numero di Biot, gruppo adimensionaéeia: Bi —T
: . : . . 1(Bi+2 ,
Risolvendo il problema adimensionale si trova : 6’(r)=z( o -r j
. . . . . R2 ATrif A-I:if
Riportando la soluzione in dimensionale T(R=|1-— [B—+——+T
RS 4 2Bi
e sostituendo le espressionidii; e diBi : T(R= 1—K Dl-Jg'B"Rz + iJg'E”Re+ T
p rif . @ 4k 20’ f
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Anche in questo caso I'andamento della temperatilinaterno del conduttore e di tipo
parabolico, con valori massimo e minimo pari a:

i I R Uu_R
Bpa =6(r =0) =2 2 T =T(R=0) =200y Jumey
4Bi 4k 20
1 _ _ _Ugen&
= =1)=— T =T(R= =—— %+
O =6 =D = wn =T(R= R)==1 2+ 7

Contrariamente a quanto veniva in precedelga,> T¢, mentre resta inalterato il significato
fisico del AT, ancora pari al quadruplo del salto massimo dpenatura che si registra nel

conduttore:
_ _ Ugen Fi? _ AT, _
ATmax - Tmax_ Te - 4k - 4 = ATrif =4 meax
Temperatura adimensionale
&)
Bi+2
4 Bi _—_—‘———-——_______H
1
28
r
0 1
Temperatura dimensionale
T(R)
y ST I
4
’j‘;l.n ..............................................................................................................
I e RE
26
LY. A
R
0 R,

10
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Notiamo come pera - o, ovvero perBi- o, 4r) e T(R) tendono alle distribuzioni di
temperatura che avevamo trovato con la condizioh&mb in luogo di quella di Il tipo:

lim 6(r) =
L 1(Bi+2 zjﬂ
=|im = ——r° |=
Bi-o 4\ BI
e L2y _ L
= lim 2 (1-r?)==(1-r?)
IimT(R =
2\ u. R u_R
= lim|[1-F | BloenTe , Yoene, 12
o 4k 2a

Per a -0, ovveroBi -0, invece, le distribuzioni di temperatura tendomopgni punto del
conduttore a valori infiniti:

lim (r) =lim E(B'fz—ﬂj:w
Bi 0 Bi-04\ Bi

I
8

, . ) .
ij Du genRe + u genRe+ Tf

imT(r) =lim||1-—
a-0 a-0 R 4k 2a

Le due tendenze commentate sopra si possono mgopar via grafica riportando, ad
esempio, la temperatura adimensionale parametizzat vari valori del numero di Biot,
come risulta dai grafici che seguono.

11
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Dai grafici si puo vedere come la curva della terapea si alzi man mano che diminuisce |l
numero di Biot e come tale fenomeno si vada evidewn per i valori piu piccoli deBi
stesso.

#(r)
n.elmi=1
15 I
O
o a 2 _\_\_\_\_\_\_\_\_\_\-\-\_\_‘—‘—h\_\_\_\_\_\_\_\-
10
—~—\_\__\_\_\_\_\_ ‘_H\_\\
a.2]100 —— N ——
I
a_z 0.3 a_6 0. 1
lﬂ
005
002
01
02
Tos
I
o_z 0.3 0.6 o_& 1
E0E
0.001
30
208
0.002
Z0e
0003
10e
0005
o0l
¥
a_z a3 a6 o_a 1
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Soffermandoci sulla temperatura adimensionale mmas$l (r=0), possiamo mettere meglio
in evidenza le caratteristiche viste in precedenpartando il suo andamento in funzione del
numero di Biot:

9 =6(r=0Bi)=2"2
4Bi

T

:Tm

Th

Lo N

S : e ——— ~ B

Si vede comdi - o = G2~ 1/4, lo stesso valore trovato nel caso di condizidmioamtorno
di | e Il tipo, mentreBi -0 =G pax— .

Dai grafici della temperaturér) per vari valori deBi si pud anche vedere come al diminuire
del numero di Biot la temperatura tende a diveimdgpendente dalla coordinata spaziale, cioé
tende a divenire uniforme lungo il raggio del cotoie, perdendo il suo andamento
parabolico. Quest’ultima proprieta del numero ditBi puo trovare anche sul piano analitico,
a partire dalla condizione al contorno di lll tipo:

_de

=Bil#(r =1
o (r=1)

r=1

dalla quale si vede subito che minore eBi, minore e il gradiente di temperatura sulla
superficie a contatto col fluido.
PerBi<<1, la condizione si riduce a:

déo

—_ =0
dr

r=1

L’interpretazione giusta di quest’'ultima condizioaeuella di dire che, poiché il gradiente di
temperatura sulla superficie € molto piccolo e péisulla superficie a contatto col fluido il
gradiente € maggiore che in qualsiasi altro purgb abrpo, la temperatura deve essere
praticamente uniforme all'interno del corpo stesso:

Bi <<1= 6(X) = cog

13
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| seguenti grafici chiariscono meglio il significatisico del numero di Biot, si € messo in
evidenza, infatti, come allaumentare d&l la temperatura all'interno del corpo tenda a
divenire uniforme.

&) Bi=2
B | I
dé
. -—| =tig(#)
| dr |.a
0._&
S
0. ]
\‘
0. -
."'l-‘.
B Ire -
n_z o3 a6 o.a 1 1.2 1.3
&) Bi=0.1
5 — _-T--__-ll—
i
.
n_z a3 a6 o_s 1 1.2 1.3

Concludendo possiamo affermare che al diminuirendeiero di Biot la temperatura tende ad
aumentare, tendendo a valori infiniti, e contempeeanente a divenire uniforme all’interno
del conduttore.

14
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4. CONDUTTORE CON GENERAZIONE INTERNA NON COSTANTE

Consideriamo il caso piu realistico nel quale Isistvita elettrica del conduttore, e quindi la
generazione interna di energia, non sia piu costana risulti essere funzione della

temperaturd:
1d {R } Ugen(T)
RdR dR Kk

Ugen(T) = pp 32 + BI(T- T)

Combinando le due equazioni si ha:

2
1.d[dT], oy ,BJ T-T.)=0
RaR.“aR)" K

Introducendo le grandezze adimensionali:
_T-T, R

r=—

ATrif Re
si puo ricavare_l'equazione adimensionale della do@gione con generazione interna

dipendente dalla temperatura:
L9 @), pamc
rdr\ d

2 2 2p2
_RpJ . o2 BIR
= R ko e avendo definito, per comoditdll” = K
Anche in questo caso possiamo ricercare un sigwdifiisico per il4T, , scaturito da motivi
di sola pulizia formale. Possiamo innanzituttoanetche il prodottgnJ? non & altro che la
generazione di energia interna al conduttore atigperaturd,, quindi definendo:

Avendo assunto AT

l:lo = ,00\]2
Si puo scrivere:
-
ATrif = Re X
k P4

A questo punto, sulla base di quanto trovato nsb a@n
generazione interna costante, possiamo affermageilch
salto di temperatura preso a riferimento € pariuattgp A
volte il salto massimo di temperatura che si aveehbl
conduttore se la generazione, o in modo equivalénte
resistivita, fosse costante e pari a quella chéasialla
temperaturd: T T

AT, =4AT

v

‘pzpo

15
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5. SOLUZIONI APPROSSIMATE: METODO INTEGRALE

Condizioni al contorno di | e Il tipo
Assumendd=T,, le equazioni adimensionali che descrivono il peota sono:

11(r%]+m26?+120
rdri dr

% :O

dr r=0

f(r=1)=0

Sulla base di quanto trovato nel caso di generazmostante, ipotizziamo un andamento
parabolico della temperatura, assumendo una sokeapprossimatdel tipo:

g (r)=a+br+cr?

=0 = atb+c=0

r=1

Dalla condizione al contorno di | tipo si ricava: a+br+cr?

Dalla condizione al contorno di Il tipo siricava: b+2cr|_ =0 = b=0 = a=-—
Quindi :
g (r)=c1-r*)

L’'equazione integrale si ottiene imponendo che ladA
soluzione approssimata soddisfi non I'equazione
differenziale di partenza, e quindi il bilancio stdlume
elementare, ma solo il suo integrale lungo una datg
direzione. Nel nostro caso unidimensionale nonifeco
altro che integrare I'equazione differenziale suoléro
dominio di controllo, dato dalla superficie trasede del

cilindro:
jl—d 99 ) g +1lda= 0
r dr dr

A

1 * 1 03
j 1d rﬂ +m?6" +1 2mdr:j d ri +rm?@ +r dr =0
o\ rdri dr o\dr i dr

r=1

£=—2cr:> rﬂz—ZcrzﬁE rﬁ = -4
dr dr dr{ dr
1 2 r4 r2 L
j(—4cr+m2c(r—r3)+r)dr: -2r’+m ——— |+—1| =0
0 4 2 6
2

1 1
—20+mzcz+5=0 = c=

16
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In definitiva: g (r)= 2 ~(1-r?)
8-m

Lo 2T RY P (R
A

Le temperature minima e massima, approssimatesiaializzano nel conduttore sono:

6. =6(=1)=0 T.=T(R=R)=T

2pOJ2F{,‘2
_— . 2 . o Kk N
gmax_g(r_o)_s_mg Tmax_T(R_O)_ 8_m2 -I;

Dalle espressioni delle temperature possiamo degduitordando i risultati ottenuti con
generazione costante, che per—0 senza che anchéT,; 0, le distribuzioni approssimate
tendono a quelle esatte nel caso di generazioamatcostante e pari a quella di riferimento,

ossia quella che si ha cgr p=cost

o 2 IR YA
ruzr?og (r)_y?njo m2(1 ' _4(1 ' )

-0 -00—M
AT 2 2p 2
=D [ Rlyp =1+ 2R R
4 4k R
2 2 2R2
Poiché AT, = F%'io‘] e m’ :’BJTR? , n’ puod tendere a zero senza che lo faccia arddhe

solo se tende a zelf . In effetti per5=0 la curvapo-T € una retta parallela all'asse delle
temperature quindi la resistivita & indipendentéadamperatura stessa. D’altra parte ffed
I'equazione differenziale si riduce a quella congyazione costante:

B=0
Ugen(X) = 0, Po

_|V

17
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Pernt -8, invece, le distribuzioni di temperature, in ogninfu del conduttore, tendono a
valori infiniti:

im & (1) = lim —2

m m%88—m2(1_r2):oo

Tale andamento e ben visibile dai grafici che seaguaei quali sono riportate le temperature
per valori del parametno’ sempre pitl prossimi &l

&r)

ZhE

2081 —m© =790
| T N

l5g

708
10e
se] 705
I—
[ —_——__—_
—
L 7.4 ] .
oz a3 o_6 o.s 1
TR

18
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Soffermandoci sulla temperatura massima adimen&pnpossiamo riportare il suo
andamento in funzione del paramatroe notare subito le caratteristiche appena descritt

_ N 2
6. =6 —O)—8_m2
-
ol
l . " 2
4 #

Si puo vedere che:
. permZ:O 6hax=1/4, 10 stesso valore trovato nel caso di generazimeena costante;

= pernt? -8 Gnax—

19
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Condizione di stabilita

Come abbiamo gia osservato, dalla soluzione appnats con condizioni al contorno di | e 1l
tipo si e ottenuto che

m2—»8 = T*max—’ o

Pernt’ -8, si verifica cio& un fenomeno dinstabilita termicache porta al danneggiamento
del conduttore stesso. Possiamo ricercare unazondida rispettare in fase di progetto o di
impiego del conduttore, per evitare l'insorgere I'ohsttabilitd termica, esplicitando il
parametrar’:

2p2 2 2
2:—'&-J RO :ﬁJ_lROZ]Tzﬁ:jzA:’a_
k k m kT kmr
2
m’<8 :>'f <8
Vi

In conclusione la condizione da rispettare peraggitinstabilita termica é:

T
B

Dove | e l'intensita di corrente attraversata daiduttore.
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Condizioni al contorno di Il e |l tipo
Assumendo ancorg=T,, le equazioni adimensionali che descrivono il peoia sono:

1d (r%j+m29+120
rdr\ dr

% :O

dr r=0

dé .

—| =-Bif(r=1

ar (r=1)

Sulla base di quanto trovato nel caso di generazmostante, ipotizziamo un andamento
parabolico della temperatura, assumendo una soleapprossimatdel tipo:

g (r)=a+br+cr’

Dalla condizione al contorno di Il tipo si ricava: ~ b+2cr|_ =0=b=0

Dalla condizione al contorno di lll tipo si ricavacr| _ =-Bi(a+c)= a= —% c
|
Quindi:

g(r)=r*-

(r) (r Bi jc

Equazione integrale:
_[ 1d rﬂ +m’d" +1|dA= _[ td rﬁ +nfd +1|2rrdr=
AL rdri dr dr{ dr

g

1 L2 2 4 .2 2t
j 4cr+m2cr3—r’r12c2+_|3|d—+r— dr=| 2cF + n%cg——mzchr_Bld—J— =0
5 Bl 2 2 4 Bl 2 2]

m’c_ nch2+ Bi 2 Bi
__0 . _
4 Bi 2 4n+n'FB| 8Bi

2c+
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In definitiva:

_2+BiJD 2Bi

g (r)=|r?
(r) ( Bi ) 4m?+ nt Bi-8Bi

: 2 i) 2BiAT,
T(R=T + R -2*5 i
CR

Bi J4nf+ nf BE8Bi
. R%p, J?
1 o [R _2+Bi 2Bi—= >
" |R®  Bi )4nt+ nfBi8Bi

Le temperature minima e massima, approssimatesiaikalizzano nel conduttore sono:

. 4 \ ANT.
g =4 (r=1= T =T(R= - T+ rif
mn =6 (r =1) 8Bi -’ Bi- 4nt m (RER)=1 8Bi — 4m’ - nt Bi
. 2(Bi+2) . 20T, (2+ Bi)
g =6 (r= T =T(R=0)=T + rif
e =6 (1 =0) 8Bi —m? Bi— 4n? ma =T )= 8Bi — 4’ — n? Bi

Anche per le soluzioni approssimate si pu0 ossenddue perBi- o, le distribuzioni di
temperatura tendono a quelle trovate nel caso eondizione al contorno di | tipo in luogo di
quella di 1l tipo:

lim &' (r) = lim (r2—2+B|jD 2Bi

Bi oo Bi o Bi ) 4n?+nPBi-8Bi
Ho 2 2
:é!mm(rz _1) Dm2 -8 = 8—nt (l_rz)

imT (R =lim T +

Bi— o Bi- o

R?> 2+ Bi 2BIAT, B
R Bi J4ntf+nfB-8Bi

H(R? 2AT,
=l =1 +T,
RS nt -8
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E’interessante osservare, invece, che, contrarisngquanto avviene nel caso di generazione
costante, quando il numero di Biot tende a zerdemaperatura, in ogni punto, non tende a
valori infiniti, ma assume un valore finito:

lim '(r) = Iim(r2

Bi- 0 Bi- 0

_2+BijD 2Bi 1

Bi ) 4m+ntBi-8Bi nf

_ . _ R®> 2+ Bi 2BIiAT, AT,
im T(R=Ilim T +| = - ' =T
ary T (R=JM, T (Rj Bi j4mz+nfBi—8 Bi ' n

La temperatura quindi diviene uniforme ma non tealllenfinito. Comunque il parametrm
ha valori molto bassi, come vedremo piu avanticigeper Bi -0 si raggiungono anche in
guesto caso temperature molto elevate; d'altreegaet5=0, cioé resistivita costante)=0 e
si recupera il valore infinito del caso con generag costante.

Per Bi=0 la condizione di lll tipo AD
% | 7
a9 -Bil#(r =1)
dri,,
si riduce ad una condizione di Il tipo: Iﬁg‘m
dé
e G >
dr| 0 1
2 | —

che fisicamente indica lI'adiabaticita della supzefiesterna
del conduttore che risulta quindi termicamenteaiol
Ancora dalle espressioni delle temperature possidetturre, ricordando i risultati ottenuti

con generazione costante, che peT—0, senza che anchelT, -0, le distribuzioni
approssimate tendono a quelle esatte nel casdrgg@one interna costante e pari a quella di
riferimento uo = p,J%, ossia quella che si ha cam m=cost, quindi si possono ripetere le
considerazioni gia fatte nel caso precedente.

. . 1 1
lim & (r)==(1-r?)+—
e -0 () 4( ) 2Bi
. 2\ AT, AT
i T (Q — _ R2 rif r|f- + Tf
m’ -0 R) 4 2Bi
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Modificando I'espressione della temperatura siceead individuare immediatamente una

importante caratteristica gia incontrata in preoede infatti ponendo le espressioni nella
forma:

" 2+ Bi 2Bi
g(r)=|r?- B =
(") ( Bi J4m2+szi—88i

2Bi
2+BIi Bi
—[r2_ 1+4
(r Bi jD ,_ 8Bi
Bi+4
T(R=T+ R _2+Bi) 2BiAT,  _
" |R?  Bi )4nf+ nfB8Bi
Bi
_1 4R _2*Bi AT 4v g
IR B ) e o8
Bi+4
8B

si vede facilmente che per - " le temperature tendono in ogni punto del condetsor

Bi
valori infiniti:

mz””é'si G (r)=o

T Bi+4

i, T(R =

T Bi+4

Come esempio si riportano le curve adimensionaliBie2 parametrizzate per valori d
. .. 8Bi -,
prossimi al valore limite—— =2.6:
4+ Bi

B(r)

s0e

| 2665 Ei=2

E0e

aned —m? = 7663

266

Z0e

285 —

[ 26 I
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Soffermandoci sulla temperatura massima adimen&@pnpossiamo riportare il suo
andamento in funzione del parametn ancora peiBi=2, e notare subito le caratteristiche
appena descritte :

. 2(Bi+2) _ 8
X 8Bi—-m?Bi—-4nt 16— 6nf

-

18

5i

I
]

ot

L]

= perm?—0 8 ma—1/2, lo stesso valore che si trova nel caso di geimTa costante
sempre con Bi=2:
P | _Bi+2_2+2_1
malpzcost - AB| 42 2

" perm?—26 6 max— .

Le proprieta della temperatura massima si possammsintetizzare nella seguente figura:

-

G

of

/

Bi+2 | ]

% B
4+ Bi
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Condizione di stabilita

Come abbiamo gia osservato, dalla soluzione appnats con condizioni al contorno di Il e
[l tipo si € ottenuto che:

8Bi x
m2 — = | — 00
4+ Bi max

Si verifica, quindi, un fenomeno di instabilita neca che porta al danneggiamento del
conduttore stesso. Possiamo ricercare una condizianrispettare in fase di progetto o di
impiego del conduttore, per evitare l'insorgere I'ohsttabilitd termica, esplicitando il
parametrar’:

8Bi [l 8Bi
e < -
4 + Bi ik 4+ Bi

In conclusione la condizione da rispettare peraggitinstabilita termica é:

ik Bi

| < [85——
L 4+Bi

La proprieta in precedenza ritrovata per il campoethperatura si conserva sul criterio di
stabilita, si ha cioé che per Bio, il criterio di stabilita tende a quello ricavatel caso con
condizione al contorno di | tipo:

i 87K Bi _ 8k
B-o B 4+Bi S
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6. SOLUZIONI ESATTE :FUNZIONI DI BESSEL

Condizioni al contorno di | e Il tipo

11(r%]+m26?+120
rdri dr

dg| _

drl,

g(r=1)=0

Ricerchiamo la soluzione esatta del problema camasa di una parte costant, e di una
parte funzione della coordinatg g(r), soluzione generale dellequazione omogenea

associata:

0(r)=6,(r)+6,

Sostituendo nel problema si ha:

dé
140 %% e +nPg.+1=0
rdrl dr ’
% :O
dr|_,
6,(r=1)+6,=0

Si possono cosi individuare due sottoproblemi:

dé
1A %% ), g =0
rdrl dr 9
% :O
dr o
g,(r =1)=-6,

Nel definire i sottoproblemi si € avuta cura di fazadere il termine noto dell’equazione

differenziale di partenza in quello in cui il temsi noto stesso risulta piu facile da gestire; il
primo sottoproblema, infatti, € di immediata sotu® ed allo stesso tempo il secondo e
divenuto omogeneo nell’equazione differenziale,sfanedosi cosi ad una risoluzione piu
agevole (la nuova equazione non e altro che 'omegeassociata a quella del problema

completo).
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La soluzione generale del secondo sottoprobled& &po:
6,(r) = ALJ,(r [n) + BOY,( rCin)

con Jo(x) funzione di Bessel di prima specie di ordine zer¥y(x) funzione di Bessel di
seconda specie di ordine zero. Le funzioni di Bedserdine zero, sono legate alle proprie
derivate dalle relazioni:

Jo(®) ==3(X
Yo (X =-Y(3
con Jy(x) funzione di Bessel di prima specie di ordine un¥;&) funzione di Bessel di

seconda specie di ordine uno, e le loro caratiehist principali si possono dedurre dai grafici
che seguono.

AN
_ /ﬂ Y, (x) ] x
SIS i
A

1y

Iy (x)
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Tenendo conto di quanto detto le condizioni al com Si possono scrivere come:
- A3 (0)- BONIY(0)= 0
1
Al (m) + BY( m=—=

e da esse, rifacendosi allandamento delle fundoBiessel e delle loro derivate, si ricava:

—AIMO- Blmd =0= B=0
1

—i -
All+BD=—= A )

Quindi la soluzione del secondo sottoproblema anil@fcome:

g,(r) = —rj;gjnénr)r)

In definitiva la soluzione completa adimensionaéd problema, somma delle soluzioni del
primo e del secondo sottoproblema, é:

e riscrivendola in termini delle variabili dimensali:

3. (R
T(R=T+R2 R 1

kK | mfy(m

Possiamo ricavare, quindi, le temperature minimessima che si realizzano nel conduttore:

Bmin :H(r :1): O Tmin :T( R= Fg) = -E
= = _i 1 - = = = R:pOJz 1 1 —
Hmax —0([' _0)_ m2 ( JO(I'T) 1] Tmax T(R 0) 1;"‘ K Gr?( \]o( n) 1]

29
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Come ormai ci si attende da quanto visto nelle ol approssimate, pen—0 senza che
tenda a zero anchedlT i, le espressioni delle distribuzioni tendono a lgugbvate nel caso
di generazione interna costante:

o (3m) 1) (3(m- A rym)+ g (m

'rme(r)_'*rpo(mﬁo(m rﬁJ "nTo( A 3 ] "oz md w0 m
1 1

. —r[Z(Jo(rm)—Jz(rm))}Z(Jo(n)— wm o lello

_||m —Z(l_r )

" 23, (m) - 2m3 (M- 2 my( - ;,B( A 4 )ﬂ 2

Wpm

- _| Rp 1 "R " _ 1|
!LETLT(R)—IJH\O L k nd(m m B

2 2 2
=T +RPe) [El—ij
k R

Possiamo, infatti, notare come l'ultima espressidaka temperatura dimensionale coincida
con quella con generazione costante e pagJa, cioé la generazione che si avrebbe se la
resistivita rimanesse costante al valore che asallagemperaturd, presa a riferimento
nell’approssimazione della curva resistivita-tenap@ra con una retta. Si ricorda come tutto
cio era stato riprodotto fedelmente anche dallazohe approssimata.

Quello che e piu importante da considerare, comencu che dalle espressioni delle
temperature si puo vedere che pgm)=0 la temperatura del conduttore tende, in ogni suo
punto, a valori infiniti:

: . Jo(rm 1 |_
saimo ) = Jolfrn?ao( m 3o(m rﬁj )

2 2 JO(BDm)
B VR Ml S O |
"k [ my(m M

lim T = lim
Jo(m) -0 (R H(m-0
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Stante I'andamento della funzione di Bessel di prepecie e di ordine zero, che si riporta
nella figura sottostante, le condizioni limite sisgono riscrivere come:

dy (m)

: L Jo(rim 1 o
lim &(r) = Jolgmﬂ 0(—m2 3.0 rﬁj =

R
3( o
2 2 0
L RAF IR 1

Am, TR = Jim.

9% k| n(m

()

200

200

Z00

100
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Soffermandoci sulla temperatura massima adimenigi@ossono individuare graficamente
le caratteristiche illustrate in precedenza coeriniento al parametnm:

-

T

T M
:2.5

240483

I | —
=]
n
=
=
tn
)

Si puo vedere che:
= perm-0 6G.ax —1/4, lo stesso valore trovato nel caso di generazitieena costante;

= perm —2.4 Gnax—
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Condizione di stabilita
Come abbiamo gia osservato, dalla soluzione esatta@ondizioni di | e Il tipo si ottiene che:

Jo(m) -0 Tmax — 00
m- 24— -l:’nax — 00

La condizione da rispettare per mantenersi in cooi di stabilita termica € dunque :

m<2.4
ovvero:
m’<5.76
Esplicitando il parametro?:
2:—'&]2R§ :ﬁJ_ZERozﬂ'— 'BJZ :'a_2
k k m krr krr

In conclusione la condizione da rispettare peraggitinstabilita termica e:

I <2.4\/E
B
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Condizioni al contorno di Il e Il tipo

li(r%j+m29+120
rdr\ dr

% :O

dr r=0

% =-Bil#(r =1)

dr r=1

In maniera analoga al caso precedente, ricerchiansmluzione esatta del problema come
somma di una parte costané, e di una parte funzione della coordingt#y(r), che, come e
noto, non ¢ altro che la soluzione generale dddlproa omogeneo associato:

6(r) =6,(r)+6,
Sostituendo nel problema si ha:

dé
140 %% e +nrg, +1=0
rdr| dr 9
% :O
dr o
o6,

=-Bi[B,(r =1)-Bi 8,

r=1

dr

Si possono cosi individuare due sottoproblemi, fdoein modo che il sottoproblema
differenziale risulti omogeneo nell’equazione diéfeziale

dé
lg[r—gj+m20 =0

rdrl dr g

Mg, +1=0 4G _,

:>6C——i2 dr .-
dé . .
—2  =-Bil#, (r =1)-Bi 8,
dr|
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La soluzione del primo sottoproblema e immediatatneela soluzione generale del secondo
sottoproblema é fornita in termini di funzioni dessel di ordine zero ed uno:

6, (r) = AL, (r [n) + BOY( rn)

Ricorrendo alle proprieta delle funzioni di Bessgkistrate in precedenza le condizioni al
contorno si possono scrivere come:

—AlIn01(0) - BOnY(0)= 0
-ATMCY(m = - BI AT e EIX P,

Da tali condizioni e dal’andamento delle funziodnBessel e delle loro derivate si ricava:

Bi
A= _
m? ( Bill,(m) — nidJ( )

B=0

Quindi la soluzione del secondo sottoproblema a dat

Bi LI, (r n)
m? ( Bil,(m - mJ( )

Gy(r) =

In definitiva la soluzione completa adimensionalemma di quelle del primo e del secondo
sottoproblema, assume la seguente forma :

Bi LJ,(r i) 1

or) = (B, (M- mA )

Passando al dimensionale:

ng % BiEDO(EEm) L
N L CF U T .
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Le temperature minima e massima che si realizzahoamduttore sono:

— — — I12100‘]2 Ju(m)
T..=T(R=R) = =
m =T(R= R = T S B (- o )

_T(R=0)= T+ P Bi _1
T = TEEOZ A5 EEn*(Bimo(n)—nm(w ﬁJ

Come ci si attende, per Biwo la distribuzione di temperatura tende a quellaata nel caso
di condizioni al contorno di |l e Il tipo:

Bi 3, (r ) 1 ]H
BilL,(m- mJ( ) rh

i [olrmm 1) 3,(tm 1
my(m m) My

lim 6(r) = lim ( >
Bi m (

Bi- 00

Bi -

RS,O 7 Bi EUO(EDn) 1
TR o T N ek ) m||

s 3
_7 + RPoJ R "1
Tk | my(m

PerBi -0 si ritrova un risultato che ci aveva gia fornigosloluzione approssimata:

lim &(r) = lim ( 5
+ m(

Bi- 0" Bi-0

Bi LI, (r Cin) 1)1
BiLL, (M- mY ) ) #

R0, 7’ i EUO(E " L
Jm T(R =lim | T+—=0° P (BiTL(m- my(n) ||
ATrif
:Te+ >
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Si puo quindi affermare che mentre nel caso di gemene costante, quando il numero di Biot
tende a zero, la temperatura, in ogni punto debatiare, tende a valori infiniti, cid non
avviene nel caso di generazione interna non cast&ntricorda, comunque, che il parametro
m nei conduttori elettrici assume valori molto minatell’'unita, come si puo capire
dall’esempio numerico che conclude il nostro layagoindi anche nel caso di generazione
non costante si raggiungono, [ 0, temperature non sopportabili dal materiale.

Possiamo ancora vedere che pes0 la distribuzione di temperatura tende a quelladta
nel caso di generazione costante:

Bi LI, (r n) C 1) Bi(Jo(rn) = J(m)+ my( m_
I|m6?(r)—llm( n? (BT, (m) - mJ( ) ﬁJ_IrlanO i Bid yp q@)in
ne Bi(-rJ,(rm) + (M) + J(m+ ( A= X )

om( Bid, (M- m( i)+ fr{ (8w D( A .0 )ﬂ

] (1+E;—B|J[[]J (rm)= J,(rm)] + [»13(”)— I m}

=lim =

" 2By (m- my(m] -4 (1 B KDL X o L

[=)

Kh][a (M- 3(]-"73 9 - X rﬂ}

14 Bi _r’Bi
-2 2 =1(1—r2)+i_
2Bi 4 2Bi
Avendo tenuto conto che :
day(m_1
am (J (M= L(m)
dd,(m _ 1
am ( (M) = J(m)

e che:
Jo(0)=1 e J1(0)= J2(0)= J5(0)=0.

La stessa dimostrazione si pud condurre per ladeayra dimensionale portando agli stessi
risultati e alle stesse considerazioni che giaolazsone approssimata ci aveva permesso di
svolgere in merito alla “generazione interna dénifnento”.
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Condizione di stabilita

Per la soluzione estta a con condizioni di Il etiplo, dall'espressione della temperatura
massima si vede che:

(BI Eﬂo(m)_ ITD\]_( m) - 0= -rlr:ax - ®

Per ricavare la condizione di stabilita bisognanduiicercare il primo punto di nullayy,
della funzione:
f(m, Bi) = Bill,(m) - nJ( i

Ritroviamo che la condizione di stabilitd diperdld numero di Biot, cosi come avveniva
nella soluzione approssimata. In questo caso pamdsnpuo ricavare un’espressione esplicita
del parametran in funzione delBi, ma occorre risolvere (per via numerica), casogaso,
I'equazioneBiJy(m)-mJ(m)=0.

Una volta trovata, per un assegnato valore delaByrima radiceny la condizione di stabilita

si pud ancora ricavare esplicitando il paramette si ha:

In particolare notiamo che p&i - « il criterio coincide con quello trovato con conidizi al
contorno di | e Il tipo; la condizione di stabiléapuo, infatti, porre anche nella forma :

J,(m) :%i(m

dalla quale si vede subito che per-B», diviene:
Jo(m)=0 = m=2.4048

che coincide proprio con quella trovata nel casoamndizioni di | e 1l tipo.
Di seguito sono riportati alcuni valori dny per altrettanti valori del numero di Biot, con i
relativi grafici della funzionef(m,Bi). Tali valori sono stati ricavati tramite la funzen
FindRoot, disponibile nella libreria del programma di calcathematica4®, che consente
di ricercare per via numerica gli zeri di una fuumg all'interno di un determinato intervallo o
a partire da un determinato valore della variaipidgpendente.
Anche da questi valori si puo notare che Ber o« la radicem, tende al valore2.4048,
mentre per Bh 0, la radicem, tende a zero, d’alta parte in precedenza abbiasto ehe per
Bi che tende a zero si ha:

o) - =

m

da cuimy=0.
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Bi Mo

0 0
0.01 0.1412
0.05 0.3143
0.1 0.4417
0.2 0.6170
0.3 0.7465
0.4 0.8516
0.5 0.9408
0.6 1.0184
0.7 1.0873
0.8 1.1490
0.9 1.2049
1 1.2558
1.3 1.3854
15 1.4570
2 1.5995
3 1.7887
5 1.9898
10 2.1795
15 2.2509
20 2.2881
25 2.3108
30 2.3261
35 2.3371
40 2.3455
45 2.3520
50 2.3572
100 2.3809
500 2.4000
1000 2.4024
10000 2.4046

BiJd, {m) - mJy {m}

a0

100
500

1000

10000

=0.Z5

-0.ns

-1

N - 2\\\

Queste coppie di valori saranno utilizzate piu évael confronto grafico fra soluzioni esatte

e soluzioni approssimate.
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7. CONFRONTO FRA SOLUZIONI APPROSSIMATE E SOLUZIONI
ESATTE

Condizioni al contorno di | e Il tipo

Mettiamo a confronto la soluzione approssimatagmita col metodo integrale, con la
soluzione esatta, espressa in termini di funzioeksel, riferite al problema con condizioni
al contorno di | e Il tipo:

g (r)= 8—2m2 (1-r?) Temperatura adimensionale “approssimata”
Jo(rim) 1

o(r) :¥—— Temperatura adimensionale “esatta”
mJ(m n

La soluzione & (r) approssima la soluzione esaa) tanto meglio quanto minore ¢ il valore
del parametran, vale a dire quanto piu € lontano dal valore arittt instabilita trovato in
precedenza con la soluzione esatta:

m=2.4048:

Cio € dovuto al fatto che la soluzione approssirpag¢genta un valore critico del parametro
minore di quello della soluzione esatta, quindirgieaquesta comincia ad assumere valori che
tendono all'infinito la soluzione approssimata €@ma lontana dalla “zona asintotica”.

Tale conclusione si puo ritrovare per via graficettendo a confronto gli andamenti della
temperatura esatta e di quella approssimata perivaescenti dim, sempre piu vicini al
valore critico esatto.

Dai grafici riportati di seguito si pud vedere gber valori dim minori o uguali dell’'unita
I'andamento approssimato praticamente coincidequmilo esatto; per valori an superiori a
all'unita, invece, 'andamento approssimato cormargidiscostarsi da quello esatto.

Per valori dim inferiori a 2 la differenza fra le due curve pessere ancora trascurata, oltre,
invece, le due curve si discostano in maniera Bggiiva e quindi la soluzione approssimata
non risulta piu attendibile.

40



Tesina di Trasmissione del calore

1) Soluzione approssimata e soluzione esatta a confton
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Il forte scostamento tra le due curve per valorhdsuperiori a 2 si pud notare meglio su
grafici con diverse scale:

70 FT

T m=24
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Per m=2.4 si trova:
... =69.06

6. =0.89
6. -0, =68.17

Per m=2.404 si trova:
8., =403.49

6. =0.90
6, = 402.59

e
ax - gmax
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Dai grafici si vede inoltre che la differenza chaste fra le temperature esatte e quelle
approssimate, € maggiore tra quelle=@, cioe tra quelle massime. Ci0 pud essere messo in
evidenza riportando le temperature massime, esapgrossimata, in funzionerdi

-
- -
-

[
ra

= tn

|
—

Il grafico chiarifica inoltre il discorso sul varasintotico cui si faceva cenno prima: si vede
come la soluzione approssimata incontri il suotagindopo la soluzione esatta e per questo,
guando gia la soluzione esatta tende all'infinlto soluzione approssimata fornisce ancora
valori finiti.

Tutto cio si ripercuote naturalmente sui criteristhbilita, corrispondenti proprio alle ascisse
degli asintoti:

I) Criterio esatto: m<2.405
Criterio approssimatom<+/8 = 2.82¢

L’errore che si commette nell’utilizzare il criterapprossimato € del 15%:

Errore =1—w: 0.149¢
2.828
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Condizioni al contorno di Il e Il tipo

Mettiamo a confronto la soluzione approssimata notizz col metodo integrale con la
soluzione esatta espressa in termini di funzionBessel, nel problema con condizioni al
contorno di Il e 11l tipo:

R 2+ Bi 2Bi . . )
g)y=|r?- E Temperatura adimensionale “approssimata”
(r) ( Bi j 4ny + nt Bi- 8 Bi P PP
o(r) = Bi L0, (r ) 1 Temperatura adimensionale “esatta”

m* (B, (m- my(B)

In questo caso il valore critico del parametnadipende, sia per la soluzione esatta sia per
guella approssimata, dal valore assunto dal numheBiot. Anche in questo caso si ha che il
valore critico esatto risulta inferiore di quellpprossimato, quindi si puo ripetere il discorso
sugli asintoti fatto in precedenza.Tuttavia la dgenza dal numero di Biot introduce un
nuovo aspetto da considerare, infatti, e interéaesasservare che la differenza tra il valore
critico esatto e approssimato, e quindi I'erroree g commette nell’'utilizzare il criterio
approssimato, aumenta all’'aumentareRielPer mettere in evidenza quanto detto si riportano
in via grafica i criteri di stabilita, critico gpprossimato, rispetto &ii.

i)y  Criterio esattom<my :[ Bi LI, (m) — mJ( n)]‘m:% =0

8Bi

Criterio approssimatan<

4+ Bi

& FEsatto
— App

— Bi

n 20 20 a0 50
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Mentre il criterio approssimato si presenta in faresplicita rispetto @i il criterio esatto non
si puo porre in forma esplicita ed i punti riportstil diagramma corrispondono alle coppie
ricavate e tabellate a pag. 37.

Dalla figura si puo vedere che per Bi inferiori @ ildue criteri sono praticamente identici,
oltre questo valore, invece, cominciano a divergere

In particolare per via analitica si puo vedere che:

= PerBi-0 sia il criterio approssimato sia quello esattoniere my=0.Quindi i due
criteri coincidono perfettamente.

= PerBi- i criteri, come abbiamo visto volta per volta,deno ai rispettivi del caso
con condizioni al contorno di | e Il tipo, quindn@he I'errore tende a quello trovato
nelle condizioni di | e Il tipo.

In definitiva possiamo affermare che l'errore chiecemmette nel utilizzare il criterio
approssimato con condizioni al contorno di Il etlfo é inferiore o uguale a quello che si
commette con condizioni al contorno di | e Il tigodipende dal numero di Biot:

O0< Errore<15%
Tuttavia poiché il numero di Biot nel caso dei cotidri assume valori molto minori

dell’'unita,come vedremo nell'esempio pratico, leee che si commette nellutilizzare |l
criterio approssimato nel caso di condizioni altoomo di Il e Il tipo & praticamente nullo.
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8. ESEMPIO NUMERICO

Consideriamo un conduttore di rame di raggi@®aversato da una corrente continua di
intensita |.

2 2
R =0.005 1=150A J=L=1000 2 AT, =%=O.OO4K
m

1
A

Proprieta del rame

0 =8933Kg/ni
c =385 J/KgK
k =400 W/mK
T, =1358 K (Temperatura di fusione)

T,=20°C (Temperatura ambiente)
0, =1.69010° Qm
£ =7.30.0"0m/K

JI'Ji
]
= 0 //
bl = i
g 2 /
i £
o] | = //
= 6l g
- 8 e <
Z | 2 A
§ a8 e
o = o
e
g
2 .
| L~
J P ET AP
o
=l i Vs TR e 0 sl i SR |
] 200} 4060 0 RO | K 1 206)
Temperatura (K)

m:JD%E{/%:0.0M

Come avevamo anticipato, il parametroassume in condizioni di normale esercizio valori
molto bassi.
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Condizioni al contorno di | e |l tipo |
La temeratura della parete é fissa.a T /i\
N

T.=20°C

iii)  Criterio esatto: m<2.405

Criterio approssimatom<+/8 = 2.82¢

Nonostante l'elevata intensita della corrente etetf siamo molto lontani delle condizioni
critiche, infatti dalla figura seguente si pud vedehe la temperatura massima € di poco
superiore a quella alla parete. Inoltre la soluei@pprossimata praticamente coincide con
guella esatta.

20.175 Fr— —
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zo_1z5 | N
i I
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2I:I.I:I'?5§ \
20.05; \
20.0255 \
\ ]
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Condizioni al contorno di 1l e |l tipo
Il conduttore e raffreddato ad aria, per mezzomaventola: /L\I
convezione forzata. N
Ti=20 °C Ti
a=10" W/m?K
N
Bi :—”ERE =0.0012¢ '

iv)  Criterio esattom<my :[Bi (3, (m) — mJJ( ”)]‘m:m, =0

Ricercando per via numerica la radice della funzisirtrova :

m<0.049992:

8Bi

Criterio approssimatom<
4+ Bi

=0.049992:

Si osserva come il criterio approssimato praticameoincide con quello esatto, come era
prevedibile visto il valore del numero di Biot, rteominore dell’unita.
Anche le curve di temperatura approssimata edaesatto coincidenti.

| = — —_
21_561% T —]
L sy - —
- T
R — T
I ey,
£1.5616 -\
L \-\
z1.561a h‘\
L ]
El1.5612 _ \\
“
Z1.561 \
\\

il 0.00l1 a_anz 0.002 0.004 R a.ans

Possiamo concludere, quindi, che nelle applicazijor@tiche la soluzione approssimata
coincide con quella esatta fornendo risultati gig soddisfacenti.
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