UNIVERSITA’ DEGLI STUDI DI SALERNO

FACOLTA’ DI INGEGNERIA

Corso di laurea in Ingegneria Meccanica

Tesina di
Trasmissione del calore

Docente Prof.ing G. Cuccurullo

a.a. 2009/20010

STUDIO DEL TRANSITORIO TERMICO IN UN
CONDUTTORE ELETTRICO

Naddeo Massimo Mea Luigi
0620300232 06020300242



Somrmario

IAErOdUZIONE 81 IO BTG | e 3
A UTaZIONE Gl TTUMIE 0 T B O oo ittt et et e e e b 5
Schematizzazione del Problema. 7
Problema com UEeN €0 N COSTAMEI ..o i oo g
Problema con ugen variabile ed 1 COSTANTE .. 10
Coefficiente di scambi termMICO CONMVETTIVO. 1ottt 13
Problema con ugen costante ed h variabile lineamente cOnfa T 16
Problerma con ugen ed h variabili con [a temperatura. ... 20

Confronto numerico dei problemi con generazione variabile ... 24



Introduzione al problema.

Un file di rame esposto all’aria ¢ sogectto al pessageio dis corrente eletinea che produce

cencrezione termica, B noto che la resistenza eletrica del rame eresee lncarmente con Lt

emperamura. [ obbietiva € quelle di determinure il transitorio enmico partire du condiziom ds

cadilibrio con ambiente clreostante.

4| !

[.a generazione termica nel {ilo di rame ¢ espressa dalla relazione:

Ugen = RI*
dove I & la corrente che attraversa il filo ed R € la resistenza del conduttore la qualc puo essere
seritta in funzione della resistivita elettrica, della temperatura ¢ della geometria del condutrore

STessOn

L
R =py ;(HVM")
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I terming di generazione per umita di volume detincama:

) [Jgen 201+ yATS
Qgen = = == 7 g e .
' Vel 2

A guesto punto possiame serivere equazione di bilancio iermico Jocale nella forma completa, croé
ritenendo la temperatura funzione del tempo, della coordimata spaziale ¢ della gencrazione nelle
ipotesi di proprieta termo-fisiche del maleriale omogence ¢ COSTAnti.

l(j_?: . ugen
w dt k
Dove
1 . Cen e s . .
P pc/k & la diffusivita termica del matenale;
k ¢ la conduttivita termica.

Tuttavia quesla equazione puo essere particolarizzata allo studio di casi pitt semphcl sollo
opportune ipotesi. Nel caso specifico considereremo il campo di temperatura indipendente dalle
coordinate spaziali; questa ipotesi € verosimile per valori del numero di Biot < 0.1.
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Valutazione del numero di Biot.

Ut conduttore clettrico & sehematizzahiie come un cilindro pieno di lunghezza moito magzore del

raEg
nella direzione longitudinale. Per valort det numero di Biot < 0.1, a fronte di un creore witeriore al
e

A%,

10 quindi, per la particojare geometria, ¢ possibite ritenere i campo chl temporatlsil snvariante

puo approssimare 11 campo di tempersiura uniforme anche fungo la diresione radiale
eliminando cosi del tutto la dipendenza funzionate della temperatura dallo spazio.

1! filo condullore, inizialmente in equilibrio con ambiente esterno € immerse i arla ferma o
tempcratura costante Ty di cul sl conosce il coelliciente di scambio termico convettivo h.
passaggio della corrente riscalda il filo per cffetto Joule aumentandone la temperatura ¢ dando

origine a fenomeni di scambio termico conveltivo.

$i vuole stimare nella condizione peggiore. ¢ cio¢ quella di temperatura del solido prossima a guekla
di fusione, il valore de] diametro massimo per il conduttore affinche s1 possa ntenere Br=0. 1.

1 numero di Biot & delinito come:

h L

pi=——
krame

con L lunghezza caratteristica dipendente daila geometria del sistema in esame ¢ k conducibilita
termica del materiale.
1l coefficiente di scambio termico convettivo € calcolabile n funzione det numero di Nusselt:

Nu karia
L

in questo caso k definisce la conducibilita termica dell’aria alla temperatuca 7.
Infine Nu lo si pud esprimere, nell’ipotesi di convezione naturale ¢ molo laminare, con la relazione
di McAdams:

1

Nu = 0.53 Ra+

Con 10%* < Ra < 10°

g B (Ts — Tp)D°

Ra =Pr
V2

Dove ve f sono rispettivamente viscosita cinematica dell’aria e coefficienie di comprimibihita
isobarica alla temperatura Ty mentre g € & Iaccelerazione di gravita. Pr & it numero di Prandtl. Dl

diametro del cilindro.
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Fapiicirando f in fanzione del numero di Nusselt neli’espressione per nonerere di Blol possimo

caleolare 1 alore massima del diametro ale che sia 81 = 0.1

Bi krame
= - -
Prof (7)Y

Ve

(.53 karia (

Proprieta del rame

Tenuto conto delle proprieta sopra elencate ¢ assunta la temperatura superficiale del cilindro T, parl
alla lemperatura di fusione del rame, s1 ha:

Dmax =86m
Si pud dunque ritenere nel caso in esame di conduttore con dimensione del diametro nell’ordine del
millimetro che Pipotesi di campo di temperatura indipendente dalle coordinate spaziali ¢ ben

fondata.



Schematizzazione del problema.

Nell'ipotes: su dette e opportunamente vabidata del numero & Fiot < (.1 possiamo =08t
all equarione di hilancio tocale i di bilancio globale, Tale equazione di bilincio ¢ sentia per un
clemento infinitesimo del conduttore sul gquale si vanno a considerare [ varinzione di cnergla

interna. it flusso termica scambiato per convezione ¢ ovviamente la generazione.

I “equazione diventa:

ar
pes o = ugen + s — hp(T —T¢)

Dove p, ¢, §,p sono rispettivamente la densita del materiale, il calore specifico del rame. la sezione
del condutrore ed 1! perimetro.

A partire dall’equazione di bilancio globale si possono studiare quattro diversi cass:

e 1tgen costante, b costante;
» fgen variabile con la temperatura, h costante;
e ngen costante, h variabile con la temperatura,

» wugen ed h variabili con la temperatura;



Problema con ugen ed h costanti

Consideriamo 1l caso in cwi le generazione imterns denergie oltre ad cssere unitormemente
distribuita sta costante, ed il coctficiente di scambio tenmico convetive invariente con

[eImperara.

[ eguazione di bilancio che governa il problema ¢
. 5
oT 1°py

pes =7 = igen s — hp(T = 1}) con ugen = 52

L unica condizione iniziale sulla temperatura €:

L equazione di bilancio mette in mostra come la temperatura sia funzione di diversi parametri quali
h.p, L s, p,c, oltre che del tempo ¢ dunque T = Tih, p, L s, p.c, U Quando si hanno problemi di
questo [ipo $1 TICOITE $pPesso all’adimensionalizzazione c¢he permcette di ridurre in maniera

consistente 1l numero di parametri in g10¢o.

Procediamo all’adimensionalizzazione del problema definendo come variabili adimensionali:

T-T, t

9= =—
ATTif LT

Le grandezze di riferimento ATrif ¢ trif non possono essere definite a priori nel problema ma si
auspica che siano individuabili ramite 1l processo di adimensionalizzazione per motivi di pulizia

formale.

In forma adimensionale il problema e detinito dalle seguenti cquazionl:



Avendo posto:

. pcs . I*po
t = —— ATrif =
rif P rif e

Risolvendo I'equazione differenziale in forma adimensionale otteniamo la soluzione:

f=—e""+1

Grafico della temperatura adimensionale
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In forma dimensionale

I?py ( -hpt .
T — pCcs
(t) Shp e 1)+ T¢

Per tempi grandi I’esponenziale tende a zero e la temperatura T tende alla temperatura massima di
equilibrio termico. Possiamo affermare che per t pari a qualche trif la temperatura ha raggiunto il
valore massimo pari a:

200

shp

Tmax = + T

Da questa relazione si puo¢ determinare, fissata la geometria del conduttore ed il coefficiente di
scambio termico convettivo, qual ¢ la corrente massima che pud attraversare il cilindro senza
raggiungere la temperatura Tmax pari a quella di fusione del rame



Problema con ugen variabile ed h costante

[0 questo casa espliciiamo le dipendenze lunzionali di Geen dalla temperatura. Come pla detio
precedenza possianmy servere:

f~
(tgon = — po(1+ yAT)
54
["equazione di bitancio diventa:

oL (1 4+ yAT) — hp{(T — T;)
CS—— = -—pptl +yal)—nh - T
pes oo = poll +yAT) —hp f
La condizione iniziale per questa equazione & quella di temperatura intz1ale costante ¢ pari a quella
del flutdo:

Tt=0)=T=T;

Affinché si possa effettuare Dadimensionalizzazione, si deveno definire delle  grandezze
adimensionali relative al problema in esame. A tal fine si definiscono:
T - ?JF t

0 =—— = :
ATrif ¢ trif

Come nel caso precedente Ie grandezze ATrif e trif non sono immediatamente individuabili per
cui st lasciane al momento incognite sperando  poi di determinarle nel  processo di
adimensionalizzazione per motivi di pulizia formalce.

[n forma adimensionale equazione si scrive:

Alrif 08 200 N ¥I%pg
trif At s s

pcs (T —Tp) — hp(T = Ty)
La condizione iniziale si trasforma ivece:
g{r=0)=10

Dividiamo ora Pequazione di bilancio per hp e ATrif cosi da ottenere:
| I

cs g I? &
pes  ov Po Yi“Po 08

E"‘ trif dt  shpATrif  shp
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Scegliamo a questo punto:

I%pg 2 = I?pgy
shp shp

: pcs .
trif = — ATrif =
hp

w5 “ . . W . i Mos :
Scelu il tempo e la temperatura di riferimento e definito il coefticiente m” ['equazione assume una
torma semplice e tacitmente integrabile; infatti:

06
— =1-6(1 -m?
ot

La soluzione dell’equazione differenziale ¢:

1

@(T) = Cle_(l“m )T +m

Per determinare la costante C; applichiamo la condizione iniziale cosi da ottenere:

1 !
A P A s

Dunque:

6(r) = 1—1‘ (1= e Cmmir)

— m?2

Andamento della temperatura adimensionale parametrizzato rispetta ad m
10 J T R —

S ————— =08

theta
w
T
|

m= 0.5

2 i
( e - m=0.2
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tau



Come si pud vedere quosta esprassione recuperi uetia del case i et e HONEriZ 0N Sl COSLUNTE U

tendere di m? a 00 Un"alta importante osservazione da fare & che nell espresstone di #07) compare

U termine i1 quale definisce la condizione diinstabiiita wrmics: mtatt deve eressiriamenic
— i

Caalre

P - . 1 P - . . . . .
=0 e guindi 100 Questa eguazione ¢ pernieite di caleoiare o massini conente

Uit

che pud attraversare tl conduttore.

. 1 pgy {shp
me < 1— il <1< ||~—;t
shp J P
[nfine passando alla forma dimensionale:
. (o h
T Tf ~ 1 l - B_I\l . m—]ﬁ;”qc
I?py 1—m?
shp
2 o I8 :
pog e (e

S Y N
P (1—m%)shyp

Facendo il limite per t che tende ad infinito otteniamo la temperatura di equilibrio termodinamico ¢
ciod la lemperatura massima raggiunta dal conduttore che vale:

fzpo

T = Tr + i
max T T (1 —m2)shp



13

Coefficiente di scambi termico convettivo.

[l coefficiente di scambio termico convettivo ,come gia visto in precedenza, pud essere espresso in
funzione del salto di temperatura dato dalla ditterenza della temperatura superficiale del cilindro e
la temperatura del fluido, per ipotesi ritenuta costante, nonché dalle proprieta del fluido e dal
diametro.

Tramite la relazione di McAdams

0.25
=1 T-T
h, = 1.06 DF karia Pro?® <w>

=i
Nel grafico seguente si riporta I’andamento di h,/ D¢ in funzione della temperatura.

Grafico de! coefficiente di scambio convettivo indipendente dal diametro
167 T T T T
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Si cerca una relazione di tipo lineare per esprimere h, del tipo:

-1
h=AD% (T -T,)

14

La cosante di proporzionalita A € ricavabile da una semplice interpolazione lineare tra due valori di

h, in particolare valutando:

h
—Tl(T:Tf):O

D4

Per cul i1l valore della costante A

-1
Di seguito si riporta il grafico h,/ D+
dell’errore percentuale.

r

- (T =1100°C) = 7.807

D4

A= 145%107°

=1
e di h/ D+ funzione lineare della temperatura e quello

Confranto tra hreale ad hlineare con T

16 T T

14 -

12 - L .

10 - b

hrin blu, hl in rosso
PR
|

400

600 803 1002
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Andamento dell erroe percentuale
006 7 T = = =

<
&3

e’rore percentuale
o
o
W

Nel grafico relativo all’errore si osserva che nel considerare h funzione lineare della temperatura si
commette un errore massimo del 6%.

Quindi possiamo esprimere con buona approssimazione il coefficiente di scambio termico
convettivo come funzione lineare della temperatura cosi da rendere piu facile la risoluzione delle
equazioni differenziali nelle quali si tiene conto della variabilita di h.



Problema con ugen costante ed h variabile lineamente conla T

Siatfronta o & problema considerando le generazione terniica costarte < 1l cuelticiente dr scambio
lermice comvertive funzione lincare della temperaturd sccondo Ly relizione determnata in

precedenza:
h=a(l -1,

avendo posto la costante @ relativa alle caratieristiche def fhndo e della geometria, come:

z1
a=A4 D34
IL problema e descritto dalle seguenti equazioni:
aT 2 ) fzp\
pes N = Ugen s —a p(T - Tf) con ugen = _:.2_[’

Procediamo all’adimensionallizzazione del problema definendo come variahli adimensionali:

T, B
= ATrif T i

Ancora una volta le grandezze di riferimento ATrif e trif non possono essere definite a priori nel
problema ma si auspica che siano individuabili tramite il processo di adimensionalizzazione per
motivi di pultzia formale.

Procedendo con il processo di adimensionalizzazione st ottiene:

ATrif a8 I’py 2 ATTIif?

R T—T1,) e
PEST0if ot s ap(T=77) 3ipe

Ponendo:

cs
trif = o ATrif? =
ap ATrif sap




it e 1] problema adimenstonahizzato ¢

Ield]
R C R
i
Ay 0 =10

L equazione differenziale ¢ del primo ordine non lincare ¢ non omogenea a coelticientl costants ed

risolvibile con il metodo di Eulero a patto che sene conosca una soluzione particolare.

Tipologia di equazioni risolvibili contl metodo di eulero:

o8 _
o =P(z)+ Q(2)8 + R(z2)0- nel caso specifico  Pl{z)y=1, Q{z) =0; R(z} = —1

Lina soluzione particolare ¢

Facendo la posizione

vy =—(Q+26,R )y —R

Sioottiene

v =2v+1
La cul soluzione ¢:
Quindi:
H =6, +l cioe 8=1+ (cleZT - %)_]

Imponendo la condizione iniziale ricaviamo il valore della costante ¢
. 1
f(0) =10 = 0=y

La soluzione del problema adimensionahzzato e:
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B(r) =1 - ——
(rj =1 et + 1

Grafico della temperatura adimensionale

[ O — S - -
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theta
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tau

Si osserva che per t pari a qualche trif si pud considerare raggiunta la condizione di massima
temperatura, in particolare per 7 = 3 si ha 8=0.99 cio¢ il salto di temperatura ha raggiunto il 99% di
quello massimo.

In forma dimensionale:

I
Tii) = 1-—-

sS4 p 2ap [I*po ,
pcs |[sap
1+e
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wirticotare, come visio i oprecedenya. per £= 3 rif

Al endere dei teipo acs slors molo erandi, g
<iraggiunee Is condizione di lemperatura massima di equilibrio termico data da:
! el
Loy 5
. 3 -
con t= 5 |73 fols
[“psap

Teg = |!
lsap
\ \

E guindi determinabile la condizione per Ja quale non si abbia la fusione del filo

Tfusione > Teq
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Problema con ugen ed h variabili con la temperatura.

I easo pit aenerale possibile nefl”ambito del maodello utilizzato per fa deserizione del fciomeny
consiste ne considerare sia b ehe freen variabili con la temperatura. In questo caso eguazione di

hilaneio glohale st serve:

ar I- .
nes Fi ﬁ (1 + yATY — apAT”?

Come gia fato nei problemi precedentemente aifrontati, st introducono le grandezze adimensionaly

T {
~ ATrif " if

Anche in quest” ultimo caso non siamo in grado di definire a priori ATrife trif per cw al momento
lasciamoli incogniti per determinarli in seguito nella serittura delle equaziont.

Ia condizione iniziale per il problema rimanc la stessa utilizzata gia nel casi precedenti, por cul:

Sostituendo nell equazione di bilancio le variabill adimensionali otteniameo:

ATrif 00  I*p,

1C§ i = —2 (1 4 yAT) — apAT?
PSS F e s (1+yAT) —ay
Sceghiendo:
1% Cs I’p
ATrif? = Fo trif = —~p——-— m? = —-L~
sap ATrif +ap ATrif + sap

¢ed effettuando le opportune semplificazioni possiamo scrivere I’equazionc in [orma adimensionale:

g
= 1+ ?TLZQ - 92
at

Mentre la condizione imiziale diventa:
g(r=0)=0

[>equazione di bilancio scritia in forma adimensionale & una delle tre tipologie di equaziont di
Riccatt ovvero:

u = P(2) + 0(2u + R(z2)u’



Nel casoinesame Pizi= 0 Oz ome. Rizy -1

_a suluzione per 8 si trove definends ang funzione y taie che

In questo modo ottentamo i equazione:

Ry — (R +QR)y' + R'Py =0

Che scritta in tunzione dell’equazione per 8 diventa:

="+ mE*y 4+ y =0

La soluzione dell’equazione differenziale ¢ del tipo:

mimtra me-Nmt 44

y = (¢ 2 + (he ]

L}
. X v

Mentre 1a soluzione per 6 data da — vale:
y

K1+ Cleze¥mi =

o 1 4 Cev’m"+4r

Dove:

mZ —Vm* +4 m? +~3mt + 4
k1 = 5 fe2 = — n

Per determinare la costante C applichiamo Ja condizione iniziale:

il + Ck2 B

Q(TZO):O_)_E?Q

il
k2

ol

b2
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Una volta determinata la costante C possiamo scrivere la relazione che descrive "andamento di € in
funzione di 7:

B /{1(1 . e\uzrﬁr)
Sk
k2 ¢

mt+ar

1

Grafico della temperatura acimensionale psrametrizzata per m funzine deila corrente
| I [ I ! [ [ I [

m(l = 10)

I

30
m(l = 8)
25 e . sosnmans
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Dal grafico si osserva come per valori maggiori della corrente a parita di geometria del conduttore ,
delle sue proprieta fisiche e proprieta del fluido, la condizione di equilibrio termico si raggiunge
per tempi piu brevi. Questo perché all’aumentare della corrente aumenta la generazione che
determina un incremento della temperatura pit marcato 1l quale consente di raggiungere prima le
condizioni ottimali per lo scambio termico convettivo in quanto quet’ultimo € legato proprio al salto
termico T — Ty.

Verifichiamo ora che questa espressione ritorni il caso di generazione costante per m— 0

In queste condizioni infatti:

k1
k1l - -1 Nmt+4 -2 —— =1
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b e

b

Ln"altra osservazione ¢he ¢ doveroso fare & che nel caso i esame. considerando. ciod, vernerazione
e cocfhiciente di scambio teritico convettivo varabili con Ja temperatura, non esiste una condizione
di fuga termica come nel caso di h costante poiche, alt’ aumentare della temperatura. lu variazione di

geTe

b consente di trovare sempre un equilibrio ermodinamico. [l fenomeno fisico. come s pud leag

5
dalle equazion, ¢ deseritto anche dal modello matematico: Infatn, 11 denominatore dcll'cquuﬁonr‘:
per 8 e cioc 1 — %e"f”."rﬁ_r ¢ sempre positivo dal momento che VI HAT ¢ sempre maggziore di 0
cosi come K2, mentre ki assume valorl negativi per ogni m?. La € massima a cui tende il sistema
puo essere caleolata facendo 11 imite per T — oo

K1{1 — e m'+27

Gy = lim (lcl ) = k2
T -2 i 4 T
1— = (e\-'TTL +4 )

Passando al campo di temperatura dimensionale otteniamo:

,
—_— &
ymtia 2P !fq Pu
k](l—t“ ,or.s\ll_aap
T = Tf ..{., r
. mira AP 1fo
k1 pes Isap

Da cui possiamo ricavare la temperatura massima che vale:

2
Tmax = Tf + Jm—— k2
sap

Questa temperatura cosi caleolata deve ovviamente essere inferiore alla lemperatura di fusione del
rame pari a 1083°C
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Confronto numerico dei problemi con generazione variabile

Dopo aver aifrontato lo studio del transitorio termico du un puato di vista quelizatve. si e volute
Fpoftare Uesempio numerico. ¢ guindl guantitative, metendo @ confrento 1odiae cast won
cenerazione variabile ritencndo prima hocostante @ pol approssimando hoanchTesso variabile
bHncarmente con la temperatura. In particolor modo, affinché il confronto numerico s1 fosse potuto
prestare 4 valutazioni signiticative, si & cercato, in prima battuta. il valore di b costante che, a parita
degli altri parametri fisict, avesse restituito la siessa lemperaturg di cquilibrio del caso con h
variabile. Tale valore € risultato essere pari a S.6[W/n™2 K] con un errore sully iemperatura
tnferiore allo 0.04%.

Per assegnare dei valort numerici alle grandezze fisiche in gloco si sono constderat quelh relativs
ad usi di tipo domestico. In particolar modo per corrente ¢ diamctro del conduttere s sono seelt
rispettivamente 10{A] e 1.3[mm].

Di seguito viene riportata la scrittura, per quanto semplice, del codice matiab unplementata per

effertuare 1l confronto:

% teqperaturs 4i fasionn




- .
- .

ugen zd ok
IT=Ivzocztogamna/ ia’

figure (3)
p.oti(t,l _war, ., T,
title ('Confron
[T

(T




[ risultati ottenuti sono riassunti in tre grafici che mostrano i due profili di temperatura mettendoli
anche a confrontonto:

Temperatura per modello con ugen variabile ed h costante
380

370
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— 340
330 - :
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310 -
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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Temperatura per modello con h ed ugen variabili
380 — 3 :
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Con'ronto gela funzicro dcemperstura pes s dos maoel

0 200 400 800 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
t

Come s1 pud vedere du quest’ultimo grafico che mette a confronto 1l risultato ottenuto con h
variabile e quello ottenuto con h costante, nel prnimo caso st raggiunge la temperatura di equihbrio
termodinamico pitt velocemente che rispetto al secondo in un tempo che ¢ quast la meta. Questo ¢
quanto fisicamente ¢1 1 aspetta dal modello matematico in quanto € evidente che, se h aumente con
la temperatura, fo scambio termico diventa piu efficiente ¢ st raggiunge prima una condizione di
equilibrio. La temperatura massima raggiunta € di eirea 372 K in tu tempo di poco inferiore ar 15
min.

Tutti § risultati ottenuti sono coerentd con la lisica del problema giustificando cosi le 1potest fatte a
monte; Infatti, nonostante e ipotest semplificative, si ¢ giunt a risultati verosimili eliminado. pero,
le difficoltd nel considerare ia dipendenza tunzionale dalle spazio che, come sl € visto, e irrilevante
al finl computazionati.

Cio ¢ stato possibile grazic alla aduncnsionalizzazione, alla quantificazione delle grandezze
caratteristiche del problema in esame e, soprattutto, alla conoscenrza intutitiva e a priori, pol
recuperata dal modello matematico, della fisica che ne regola I'evoluzione, capacita questa che non
deve mancare ad un buon ingegnere,



