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Traccia tesina

Si studi in viu approssimata mediante il metode integrale il transitorio fermico occorrente ad un
manto di asfalto inizialmente a 200°C. Si schematizzi Uasfalto come un corpo semi infinito.

Introduzione

Il seguente lavoro si prefigge lo scopo di studiare il transitorto termico, relativo ad un manto di
asfalte mizialmente a 200°C. illustrando I"applicazione di differenti metodologie di sviluppo e di
soluzione del problema retto da equazion: differenziali alle denvate parziali (PDL).

1l pnimo capitolo introduce alla teona del corpo senu-infinito, modello semplice ma di grande utilita
nello studio dei primi 1stanti del fenomeno di evoluzione ternuca in corpi solidt con temperature
imposte sul contorno o piu In generale a contatto con flundi {ana o acqua ad esempio). ed tliustra la
ricerca della soluzione esatta mediante it metodo delle soluziont simubr.

1] secondo capttolo espone "applicazione del metodo integrale, valido supporto per la risoluzione di
problemi che presentano soluziom esatte di complessa determinazione, che consiste nel ricercare
una soluzione approssimata di un’equazione differenziale alie denvate parziah, la quale il piu delle
volte porta a risultat piu che accettabih dal punto di vista ingegnenstico.

Il terzo capitolo introduce la teona delle equaziont alle differenze finite, principale metodologia
numerica per la soluzione di PDE, e ne illustra alcune applicazioni.

Infine nell’ultimo capitolo s1 estende 11 modelie di corpo semi-intfinite alla descnzione del
transitorio termico di una lastra ptana e si nassumono i risultati ottenuti con fe diverse metodologie,
al fine di evidenziare limiti e pregt delle stesse.

Capitolo 1 — Medello di corpo semi-infinito

1l modello di corpo semi infimito nasce per descrivere 'evoluzione del campo di temperatura i un
solido ia cul estensione occupa un semipiano. ¢od € pertanto carattenzezato da un unica superficie
esposta allo scambio termico [estensione mdefimita del solido potrebbe suscitare perplessita
poiche 1 prima battuta nisulta difficile trovare nella pratica applicazioni dt questo medello che si
presenta come una trattazione analitica astratta, ma la forza e la validita d tale modello risiedone
nel fatto che durante i prim stant del fenomene di conduzione termica la perturbazione mtrodotta
su una delle superfici di un corpo. descrivibile atiraverso modelli unidimensionali, non raggiunge
I’altra superticie che di fatto nmane imperturbata.

Una semplice analisi del problema di un manto di asfalto mmzialmente a 200°C rivela un caso
pratico di apphcazione del modello: all'istante 1mziale la temperatura ¢ di 200°C ed e
uniformemente distnbuita nel manto d'asfaite; man mano che il tempo trascorre st osserva come
uno spessore sempre magglore del manto & soggetto ad un decremento di temperatura,

Inizialmente ¢i si & posti "obtettivo di analizzare dapprima 1 caso con coefticiente di scambio
termico convettivo h infinito, con Uintenzione, successivamente, di unhzzare 1 risultan oitenut
come base di partenza per lo studio del caso con h finito. Tuttavia. 1 quest’ ultimo caso. si e
palesato uno scarso vantaggio dell’applicazione del metodo integrale, 1n guanto tale metodo a
scapito di una soluzione approsstmata dovrebbe permettere una tacile nisoluzione analitica del
problema, ma in questo caso la risoluzione del problema ha portato ad una equazione non lincare da
risolvere per iterazione. Si ¢ scelto quindi di non rportare i risultat della nsotuzione di questo tipo
di problema e di concentrarst sul caso dr h infinito.

Fatta questa breve premessa s1 mtroduce 10 dettagho il medello matematico.
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1.1 Schematizzazione del problema

Considerando h molto grande, al limite tendente ad infinito.
All’istante iniziale la temperatura & di 200°C ed ¢ uniformemente distribuita sul corpo:

Corpo TA
Semi-iniiito —\,
L TE=0)=Ti
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Scelti gli assi come in figura si introduce il set di equazioni che descrive il problema in esame;
I’equazione PDE della conduzione & corredata da due condizioni al contorno per la variabile
spaziale e una per la variabile temporale.

1) Tt=a Txx. PDE

2) T(x=0,t)=Tf condizione al contorno x=0

3) T(x— o, t)=Ti condizione al contorno x —» o

4) T(x, =0)=Ti condizione iniziale
Si sceglie ora di adimensionalizzare il problema (al fine di renderlo piti semplice); cid comporta
I’introduzione delle seguenti variabili adimensionali:
6=(T-Tf)/(Ti-Tf)
E=x/xnf
t=t/trf

Dal processo di adimensionalizzazione della PDE si osserva che resta incognito il valore
della lunghezza e del tempo di riferimento e si giunge solamente alla loro correlazione:

2
Xeif = OTig

la perturbazione e quindi la profondita alla quale si avverte 1’abbassamento della temperatura



1) O =6
2)0(E=0,7)=0

37) 0(E— o0, 1) = 1

4)0(¢E,1=0)=1
8
Corpo
Semi-infinito
L . 8 (t=0) =1
—
h
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1.2 Soluzione analitica esatta

Come si puo vedere il “metodo di separazione delle variabili” non & applicabile poiché la 3”) non
risponde ai requisiti di omogeneita sulle condizioni al contorno richiesti dal metodo.

Un problema lineare non omogeneo pud invece essere sempre risolto in modo analitico, e tra le
tecniche di soluzione il legame spazio-tempo induce a ricercare la soluzione mediante il “metodo
delle soluzioni simili”.

Si ricerchera quindi la soluzione 8(&,t) come funzione della sola variabile s = s(& 1), dove s & detta,
appunto, “variabile di similitudine”.

Il vantaggio €& che s é un'unica variabile che contempla £ e 1, e se si riesce ad esprimere 0 in
funzione della sola s allora il sistema alle derivate parziali (PDE) si semplifichera in un sistema
ordinario (ODE).

Posta quindi : s = s(&,7) = & f(7) provo ad esprimere le due derivate parziali in funzione della s:

-derivata rispetto a &



49 ds

oy dE RS

da cui;

1{91 f(Z') Ci\'
9. = 2SR g

(s ds Fr

dove
g d":?

s

-derivata nspetto a T

/(o)

i

3 =& f(r)= -
Dalla 17} si ottiene:

1)

g1 (1) = G-s
It TS

da cur:
PINPALL:
fir

Ry

Affinche la (1°"7) risulti un’equazione solo nelle variabili § e s. implica che i} gruppo / / che ¢
funzione di T sia una costante:

I

™~
S’

-

/'_:.J
Q-\.i
e

ed n particolare dalla seluzione della (5) si vede che la costante deve avere un valore negativo
altriment1 s1 avrebbe una soluzione immaginana

Le condizioni al contorno invece divengono:

BE=0.1)-0  (27) Bs=0) = 0
HE o, y=1 (37) O(s-n) - |
8(& ,T=0)=1 {4,) B(s- ;f{(}) S ) R per .f({})'___of_:

e si osserva che le condiziont {37) e (47) confluscono nella condizione 8 {s=c) = 1.

B problema, imzialmente descritto da una PDE. ¢ ora diventato un sistema di due ODE con le
retative condiztont al contorno:

_f"f:T = C conlaC.C. AO0y=r



F'==F5C7 conleCC Bis=01-0 e B(s=r)= |

Per valutare il segno della C st integra la prima ODE per separazione di vanabily
/'(7)

. — k :_(". (S)

1)

f(U]uC (4-:-,1]
ed daila soluzione della (5). come anticipato, si osserva che la scelta di porre (<0 ¢ dovuta al fatto
che la f appartiene ad R: una scelta diversa di C (C0) avrebbe comportato infatti una f
appartenente al campo der numert complessi Alla fine st ottiene:

1 1

2 f(r)
La costante A st ottiene imponendo a condizione miziale:

fOy=w —> A4=0

da cun:

‘e ]
e

Determinato quindi preventivamente il segno di ¢ s pud mtegrare la seconda ODE. e per farlo s
introduce la vanabile ausitharia p= 8. che permette di scindere la ODE del secondo ordine i un
sistema di due ODE di primo ordine:

p=49
e

p=—pst

Integrando ta seconda per separazione di variabili s1 oftiene;

Ot
-——1
r

dS=c e 7 ds

che mtegrata fornisce:

G
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F(8) = c.']jc L dy + ¢

Dal risultato si riconosce un integrale di Gauss, pei semplificare 1} tutto moltiphichianio ¢ dividiamo

per ( '/ —\/5 :

N2 O s 2 i _- NEEONG I = R
g=- a o= e dite, = T o +c,
- E[L \/5 . - E.[ © € 5 ¢ '\Ff; !t ¢ s

2 .

dove ¢rf(z) = —— jc* Tz ¢ detta funzione deglt erron ed ¢ indicata con erfiz) , mentre il
W 72- 1

complemento a | di questa funzione vienc indicato erfe(z) |

Applicando le condizioni al contomo si otiiene:

\}QT-L

He=0)=0— —% et +e, =0—c¢ =0
27 2
Hs > @o)=1- J,T_i--el_’f (0) =0 ¢, ==
2( - N2r

Riscriviamo la ${ &)

. . (_“.5'. ) "-; .‘
Hs) = erf NE) = erf l\ _..___\/T_)

Sostituendo 1t valore di f{7/ trovate dalla soluzione delia prima QDY

S (; l '-‘._ ’ / N
S(,s):erf[ 5 -(_ Er,,]_“f\_zxg)'

Dalla soluzione st evidenzia che la scefta della costante ¢ libera, quindi per evidente semplicita si

pone paria (| = J2.

Y
=

It campo adimensionale di temperatura si1 presenta guindi nella forma:

o5

e volendo riportame | andamento in un grafico’




s 1 »' " 1 = 1 A
“s” n funzione di varnabili adimensionali & uguale a: s=¢&{f(21)
mentre in funzione di variabili dimensionali s=x / [2e4]

1l profilo di temperatura in forma dimensionale pud cosi essere scritto:

T=Te+(Ti=Tr)erf(s)

Capitolo 2 — Metodo integrale

Si desernve nel segutto la soluzione in via analitica approssimata con il metodo ntegrale: in gencrale si
ricorrc a questo metodo quando la soluzione esatta (o la sua manipolazione) nisulta complicata. per cul
diviene pwi semplice, € quindi piu conveniente. determinare una soluzione approssimata. conscei del fatto
che cosi facendo commettiamo un certo margine di errore. Appare ovvio che piu un profilo s1 avvicina
al profilo della soluzionc esatta. minore sara | crrore di approssimazione.

Imporre la vahdita dell’cquazione (1) significa imporre che in ogni fettina della lastra sia soddisfatta
['equazionc di continuita dell energia. Con il metodo integrale si vuole soddisfarec non localmente il
bilancio d’energia ma in tutto il dominio di integrazione:

T&:d;" = ]i S E
0 0

La soluzione approssimata ¥, deve comunque dipendere dalla coordinata spaziale. anche sc I'cquazione
integrale conticne solo termini in . Si deve pertanio scegliere una famiglia di curve rispetto alla £ che
soddisfi lc condizion al contorno.



Corpo TA

Semi-infinito \/
Sl T(E=0)=Ti
t
<
< .
Tt /
h
T(t=e) =Ty

0 /], - X

Da una prima analisi del profilo si puo vedere che quest’ultimo all’istante iniziale t=0 si trova alla
temperatura Ti, mentre a 0+dt un sottilissimo strato del corpo a contatto col fluido si ¢ portato alla
temperatura T, e che ad un x sempre piu a destra la temperatura si porta di nuovo a Ti con un
andamento a prima vista di tipo esponenziale. Allo scorrere del tempo il profilo risulta sempre piu
stirato senza tuttavia cambiare forma, cosi che ad un x sempre piu a destra si raggiunge sempre la
temperatura Ti.

Da questa analisi qualitativa si vanno a ipotizzare i seguenti profili che si basano tutti
essenzialmente su un andamento di tipo esponenziale.

Dall’andamento qualitativo della temperatura si ipotizza una dipendenza del tipo:

Is=1- exp(— ;(étr—))

Integro I’equazione (1) traO e oo ;

[« o] a0

j 9zedé = ISwif

0 0

Effettuando le opportune operazioni e sostituendo i valori delle derivate:

9| =[8.d¢
0 0

¢ d_“@exp(_ 6]

T a(r) dr a(r)



1 S
Gs =~ X [ -
\

a(T) alt)

St ottiene;

Lt & day (0 F )
o J.{'_ 5 a(r) e,\'p( _ = i‘de
alr)y % | alT) dr oalr) J )

H
)

L integrale a secondo membro si risolve per parti:

|- 1_da('r')exp S W‘{&f:
o Ty dr LTy

= - I dulz) -—c'f(r'}ﬁexp(-w- - 1 ~ja(r)ex (— -—-{—] ——-Ejﬁ{-(f—)-
(1) dr L atn) LI i pL ()

¢ atla fine s1 ottiene;

I da(r)

a(7) dr

Sepaname le variabili:
a(t)da(ty=dr

Dalla quale si ottiene, una volta ¢ffettuata I’integrazione:

ATy= 21+, (5)

Imponendo la condizione (47).

19(_-'__?,0)=l—exp(— > \|:I

N et 8] } /;

Dacui:  a(0)=0
imponendo questa condizione nella {57y stha: Cy=0 —> {7} =« 27

da cut la legge:

9:]—exp[— \/";7]

Implementandola graficamente. in un diagramma - al variare del tempo, s1 ottiene:

10



dal diagramma si evidenzia |'evoluzione della diminuzione della temperatura nel corpo
all’aumentare del tempo.

Confrontiamo ora questo risultato, prescindendo da considerazioni di carattere quantitativo che
verranno esposte nella parte finale di questo lavoro, con la soluzione esatta:

Vogliamo ora cercare di ottenere una soluzione approssimata piu accurata ipotizzando un profilo
dato da una combinazione di esponenziali, quali la tangente iperbolica:

a(r) _::(.'J
e"" —e
s = (gh J =

w(r) 2™ 4 g A

Riprendendo la:

1’)6,, =86
) Bge = O
Sivanno a esplicitare le denvate:

» 1 1 . 1
sho a(7) L )2 a(r)
cosh| ——=

a(r "

11



1]"“

g -y

a(T)

A
i
H
!
t

\datry,

cosh

L'integrale di quest’ultima diventa

A2} : ) I IR T AR
I&rdb = f — 2 - “dE = al(r)- in| cosh{ ~——) ~—=—fgh = ﬂ
i I Ci(f) / : ‘\A. \ (.I(f)/ Lg‘(T} \ (}_‘( r) !r
(.Osh’ Jl _n
valr) )
[ - = L A '
_ a(r)l[ In o fr) + @ 1 : {__.,-w'i _ e il —‘ . ! X
= — . ; —— = —d{ri- gl
L 2 | oalr) “';\J (7 ) tog(2)
} ¢ +e o i

H risultato appena ottenuto ¢ stato ricavato ipotizzando che si abbia afr)>0 (perche alirimenti
I integrale tenderebbe a infinito). ottenendo cosi:

1 _ —da(r)-log(?}
a4(T) dt

Separiamo le variabili:

a(rYde(T)y = - dr
log(2)
Da cui s1 ha:
(1) i )
: = -7 + ¢, dacut siotuene: dry== -7+ ¢
2 log(2) fog(2)

Ove 1l segno davanti alta radice andra preso positivo (essendo per ipotes: a{t)>0), mentre la costante
¢y st ncava dalla condizione iniziale che in termim di a(t) s1 traduce:

H(E0) =15 (M =0 =0

Si ha:

al(t) = T

log(2)



da cui:

=
S

s = tgh

— T
4

log(2) )
Rappresentiamo ora quest’ultima per diversi tempi:

Ci preme ora evidenziare che, prescindendo dal livello di approssimazione ottenuto con i due
profili, si ottiene un andamento del profilo di temperatura coerente con Ja soluzione esatta. In Fatty,
all’aumentare del tempo. per ottenere lo stesso valore di temperatura bisogna spostarsi pit: = desira

nello spazio, e di una quantita che va con la /7 ; ovvero per oftenere lo stesso valore di
temperatura a diversi tempi sia nella soluzione reale che nelle soluzioni approssimate, individuate

-
“

¢ . S
col metodo integrale, si palesa la relazione: ——= =costante

AT

Un altro tipo di analisi potrebbe farsi osservando la riduzione di temperatura ad un x fissato,

Capitolo 3 - Differenze finite & programma in CPL

La relazione che regola 1l fenomeno in esame & un tipico esempio di equazicne differenziale alle
denvate parziali, lineare, a coefficienti costanti, del pnmo ordine nel tempo e del secondo ordine
nello spazo (monodimensionale, in quanto secondo I'ipotesi di corpo senu-infinito le altre
dimenstoni st ritengono infinite, motivo per cul 1 gradientt di temperatura Jungo queste uliime sono
nulh). Tale relazmone nentra nella categona delle equazioni differenziali cosiddette paraboliche.
Volendo effettuame in questa sede una integrazione numerica, per fa ricerca della soluzione
dell’equazione tra1 diverst metodi di nisoluzione ci avvaliamo del metodo alle differenze finite. Tale
metodo & utile quando dobbiamo nsolvere numencamente equaziom ordinane anche se spesso ¢
usato come schema di avanzamento nel tempo per problenu alle derivate parzzah (caratteristica che
sfrutteremo anche in questa sede). Le differenze finite sopo di gran Junga i1l metodo piu semplice e
intuitivo tra tutth € permettono anche una facile analisi di convergenza.

13



Il “metodo alle differenze finite” si fonda sulla discretizzazione del dominio sul quale ¢ definita la
funzione di interesse ¢ sul concetto dell’approssimazione del valore della derivata della funzione in un
punto x, con combinazioni lineari dei valori della funzione stessa in un intormo di x, desunti con
I"utilizzo dell’espansione in serie di Taylor.

Essenzialmente si sostituisce, nell'equazione da approssimare, ad ogni derivata un rapporto
incrementale finito; cidé permette, ad esempio, di trasformare un'equazione alle derivate parziali in
un problema algebrico.

Dato un problema definito in uno spazio monodimensionale (x,t), si definisce una griglia di punti
nel piano (x, t) fissando un passo di discretizzazione spaziale dx=h e temporale dt=k, in questo
modo la griglia sara data dai punti nodali del piano (xm; tn) = (m*h; n*k), per valori interi positivi
men.

Per esempio, per una funzione regolare u(x,t) la derivata temporale puo essere approssimata sia
dalla differenza in avanti (forward):

Ou,  u(xpetpeg) —ulxpty)
ot At .

D.(ulx.t)) =

Oppure da una all’indietro:
b (ut ) = 2 = M te) =l )

i

at At

O ancora da una di tipo centrale (ottenibile come media aritmetica delle due approssimazioni
precedenti):
du _u (X tpa1) — ulXpmits_y)

D (u(x.t)) = T AL

Per ottenere delle espressioni approssimanti le derivate di ordine superiore, si possono combinare
gli operatori differenziali discreti relativi agli ordini inferiori.
Ad esempio, per ottenere un'approssimazione della derivata seconda, si puo scrivere:

R 1 5 Xms b ad ) = 2 b)) F Ml aitn..
‘D‘(“()‘"”)=E[D~—(u(xm'tn))_D—(u(xm»tn)}] =U(Y‘ = = (;:; n) u("m X j)

Nell’ambito delle differenze finite occorre individuare gli schemi che meglio si prestano per la
discretizzazione dell’equazione nei domini spaziale e temporale.

Facendo ora riferimento all’equazione del calore, indicando con U la temperatura:
U —-kUsx=0

Che puo essere riscritta in termini di differenze finite secondo diversi schemi, se ne riportano di
seguito alcuni appartenenti alla categoria di schemi a singolo step:

- nell’individuare uno schema la cosa piu semplice ¢ approssimare la derivata temporale con

una differenza forward e la derivata seconda spaziale con una differenza centrata seconda,
otteniamo cosi uno schema esplicito:

14


http:2u(.ym.tn

(X tyes) — ulxgty) " (X 30 b)) — 2u(xp t) + ulxp- 1085)

At Ax?

- sostituiamo la derivata forward con una derivata backward, lasciando invariata
|'approssimazione spaziale schema implicito

U(x e tnieq) — ulp. t,) = Wl meytngg) ™ 20 (X taan) F Wl 35 tis1)

At Ax?

- una generalizzazione naturale dei metodi precedenti & data da una media dei due ottenendo
lo schema di Crank-Nicolson (anche questo & uno schema implicito):

Ax? Ax?

UKy bues) —H(Xp.ta) &
=

[u(.\',___;,t.,_:) —2U(X e tyaa ) T U(N 5. tris) WX piaa ) — 2U(X e b)) + UK s.ty)
At |

Di questi schemi si puo verificare la stabilita effettuando un’analisi di Von Neumann, di cui ci si
limita a descriverne brevemente i risultati.
Lo schema esplicito € di ordine 1 nel tempo e 2 nello spazio, e per avere stabilita richiede che deve

k*di_ 1

x> 2

Questa condizione & abbastanza restrittiva poiché, se vogliamo ad esempio dimezzare il passo
spaziale (al fine di ottenere una maggiore accuratezza), essa ci impone di prendere un quarto del
passo temporale, ossia un piccolo cambiamento nel passo temporale produce in pratica un
comportamento molto diverso della soluzione approssimata.

Questo & il motivo per cui le equazioni paraboliche vengono trattate con schemi impliciti, che si
presentano incondizionatamente stabili, ma risultano meno agevoli da implementare del
corrispondente schema esplicito. Infatti conoscendo il valore di U(xy,t,) non & immediato il calcolo

essere rispettata la condizione:

In particolare per la nostra applicazione, come anche in uso generale, si & optato per I’utilizzo dello
schema di Crank-Nicolson perché a scapito di un onere computazionale di poco superiore allo
schema implicito backward permette di ottenere un accuratezza di ordine 2.

Si riporta nel seguito il programma che risolve il problema in esame nella forma adimensionale,
implementato utilizzando il software di calcolo CPL.

USE rbumat
USE richecks

USE gnuplot

REAL L=90

REAL tempomax=10
INTEGER M=250
INTEGER N=4100
REAL K=1

REAL alfa=0
REAL betawl

ARRAY (0..M) OF REAL U=0Q,Ul=0,x=0
REAL dx=L/M
REAL dt=tempomax/N

D0 x(i)edx*i FOR ALL i

15



SUBROUTINE BuildMat (ARRAY (*,*) OF REAL A")
LOCOP FOR i=1 TO M-1

Ali,+1)=-0.8*K/dx"2

Ati, +0)=1/dt+K/dx"2

A(l,-1)=-0.5*K/dx"2

REFEAT LOOP

A(0,0)=1

AM,0)=1

END BuildMst

SUBROUTINE BuildRHS (ARRAY (*) OF REAL rhs”*)

rhs=0

LOGP FOH 1=l TO M-i

rhe (L)=UL (L) /dt+0.5*K/dx 24 (UL (ie1)-2%UL (i} 4UL{i~1}]
REPEAT LOOP

rhs(0)=alfa
rhs (M) =beta
END BuildRHS

ARRAY (0. .M,0..N) OF REAL Usol
ARRAY (0. .M,-1..1) OF REAL A
ARRAY (0..M) OF REAL rhs
BuildMat (A)

LUdecomp A

DO Ul(i)=1 FOR ALL i
OPENGRAFH

LOOP FOR i=0 TO N

Bui LdRHS (rha)

U=A\rhs

PLOT(U,x)

Usol(*,i)=U

Ulel

REPEAT LOOF

CLOSEGRAPH

l----definisco la funzione degli errori con Newton-Cotes del 2° ordine
REAL FUNCTION f£(REAL &)=(2*EXP(~-e"2)}/sqrt(PI)
REAL FUNCTION ERF(REAL e)

REAL de=0,erf=0

de=e/1000;

INTEGER i=0

Do

eiwl*de

erfeerf+ | (de)/3) v (Elel)+d*f(el+da)+f(eit2*de))
i=i+2

WHILE ei<e

RETURN erf

END ERF

ARRAY (0..M,0..N) OF REAL SOL
RRRAY(0..N) OF REAL ti=0
DO €1{l)=dt*l FOR ALL 1

REAL e=0
LCOP FOR 1=1 TO N
LOOP FOR i=0 TO M
e=x(1}/(2*SQRT(L1(1)))
S0L(1,1)=ERF{s)
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|-~—-implemsnta la funzione degli errori ERF
REPEAT LOOP
REPEAT LOOP

1 e ricerca dell%errore relativo massimo tra sol vera e sol cn diff fin

ARRAY (0. .M, 0..N) QF REAL ERK

LOOP FOR j=1 TG N
LOOP FOR i=1 TC M
ERR{i,])=MAX(ABS((SOL(i,j)-Usol{i,j)))}/(SOL(i,3))))
REPEAT LOOP
REPEAT LOOP

REAL errore=0
errore=MAX(ERR)
WRITE BY NAME errore

OPENGRAPH (“prova.gnu")

WRITE TO gnuplot “set xlabel 'x'j;set ylabel 'teta'"
WRITE TO gnuplot "set multiplot®
SHOWGRAPH

PLOT (Usal{*,10),x)

SHOWGRAPH

#LOY (Usol (v, 600) %)

SHOWGRAPH

PLOT {Usol(*,1500),x)

SHOWGHRAPH

PLOT (Usol{4,4000/,x)

SHOWGRAPH

READ

CLOSEGRAPH

OPENGRAPH ("errare.gnu®)

WRITE TO gnuplot "set xlabel 'x';set ylabel 'errore'"
WRITE TC gnuplot "set multiplot"

RANGE {MIN(x) . .MAX(30) ,MIN (ERR) . - [MAX(ERR}=0.01] }
PLOT (ERR(*,1) ,x)

SHOWGRAPH

PLOT(ERR(*,10},%)

SHOWGRAFH

PLOT(ERR(*,100),x)

SHOWGRAPH

PLOT (ERR{*, 400) ,x)

SHOWGHRAPH

PIOT{ERR(*,1000),%)

SHOWGRAPH

PLOT{ERR(*,2500},%)

SHOWGRAPH

READ

CLOSEGRAPH

Il confronto con la soluzione vera & riportato nella parte finale.

Capitolo 4 - Confronto con lastra piana

Volendo estendere il problema ad un caso reale si sono ricercate le dimensioni caratteristiche del
tappeto d’usura della pavimentazione stradale. Si & evidenziato che lo spessore del manto di asfalto
¢ di circa 3 cm, dimensione che paragonata alle altre risulta di gran lunga inferiore, da qui I’idea di
schematizzare il manto d’asfalto come una lastra piana inizialmente alla temperatura Ti, con
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condizione di simmetria del profilo:

Corpo ' T
Semi-infinita /]

(=2

(1) 0. =6
(2) 0:45=0,7)=0
(3) 6(1, =0

(4) 8(5 . t=0)=

la cut soluzione & individuata con il metodo di separazione delle variabili, ed € nota.

HE )= S (=) -cos(2 &) exp(=4, 1)

prar r(2n+1

con A, = %(2;7 +1)

P

Ora per avere da questultima la soluzione per tempi piccoli s1 dovrebbero considerare infiniti
termini, ma dal punto di vista ingegneristico ci basta scegliere un valore di n grande e ymplementare

la sommatorta in un programmino per ottenere la soluzione.



orlnlura iz plelra  lappete di wsure sieate & wilwmmento (Moder)  steele &) base {ogl-wemant wloura i riclen
1ewies pevsore Gm.d FpeAIorA CmY fpessore om0 wpessore coL 2D Javica

e T e e

2ndelo Al fandazdine i sottatondo compattztn
M oOgiomersls cementi@e {

Possiamo quindi, preso un n grande (es. 200), confrontare le due soluzioni e individuare " istante di
tempo oltre il quale il nostro modello non e piu in grado di rappresentare il fenomeno. Dai risultati
st & evidenziato che fino ad un tempo pari a =0,1*trif [s], con un errore del 3% circa, ¢ valida
["approssimazione di corpo semi-infinito.

Volendo ora ritornare al caso dimensionale si riportano le caratteristiche relative ad un manto di
asfalto individuate in letteratura, ipotizzando i1l materiale come omogeneo:

calore specifico ¢ :
e 09210 -
koK
Densita p i
CHT
Conductbilita K  kedl 4
hm°( m°(
k o
Diffusivita termica & = 1.106-10 .
=G m*

Nel calcolo della diffusivita termica si é assunta una densita pari a 1 14 g/cm’, valore compreso nel
range d definizione della stessa.
Ora ricordando che I’adimensionalizzazione ¢1 ha portato un legame tra la X, ¢ 1a t; del tipo:

2 .
Xef = @ teg

riferendoci allo spessore tipico di un manto di asfalto, possiamo sceghere come x.;=0,03 m, da cui
individuiamo il valore del tempo di riferimento:




E, :
ly = Y = .00 —=813.75 = 13.6min
o 1,106 -10

1l valore di t,crifento alla scala dei tempi ¢1 dice se il fenomeno & dell’ordine dei secondy, minuti,
ore, etc..., nel nostro caso tirc¢i dice che il fenomeno st misura in minuti

Noto il valore della t;c possiamo quindi esplicitare 1l tempo oltre il quale )l nostro modello non
rappresenta pit una valida approssimazione:

t=0.11,,=8137s=136min

4.1 Conclusioni, confronto dei metodi e considerazioni.

Dal confronto tra la soluzione analitica del problema (rappresentata dalla funzone degli erron) ¢ le
funzioni approssimanti da no1 ipotizzate (esponenziale negativa e tangente iperbolica), scaturiscono
I seguenti diagrammi, i quali mostrano come e di quanto si discostano le seconde dalla prima, dalla
parete del corpo semi-infinito fino a una profondita di 30 & avendo parametrizzato 1) tempo a
diversi istantt 7. Ner primi due possiamo vedere come si discostano le soluziom approssimate da
quella reale:

nel primo caso: 9 =1— exp(— ‘_1
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Net secondo caso : 19\ = /g/’l

o

UG
g
R}

Ve

=2

Lo S

e -

=7

Si nota gia qualitativamente come 1n effettr la funzione tangente iperbolica approssimi la sotuzione
analitica con uno scostamento minore, come € messo In evidenza dar seguentt diagrammi che
mostrano, nello stesso intervallo spaziale e ai medesimi istanti di tempo, I’andamento dell errore
relativo commesso rispettivamente nel caso dell’esponenziale negativa ¢ della tangente iperbolica.
L’errore relativo viene riportato in valore assoluto:

erf — /

errore _relativo = -
erf
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In particolare nel secondo caso notiamo come effetivamente |'approssimazione sia molio buona,
assendo lo scostamento massimo dell’ordine del 4%. E° possibile wmostrare 1 misulfati in

dimensionale per avere un’idea piu immediata’



Privilegiamo come tnal function per il metodo iniegrale la funzone tangente iperbolica, che ci
fornisce un errore massimo del 4%,

Per quanto conceme tnvece il metodo delle differenze finite questo presenta un errore massimo
dell’ordine del 6%, a vantaggio perd di una semplice implementazione del programma e della
possibilita di risoluzione di problem: affini con diverse condizior al contomo ed nizals,

St riporta di seguito come nei cast precedent I’errore relanvo, e I’andamento del profilo per diversi
valori del tempo adimensionale t.
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Andameniu del profile di temperaton adimensionale individuate cot metodo delle difteren e tinsle
Si riportano di seguito gli ermon massiu che 11 metodo integrale. i quale presenta come trial
function la tangente iperbolica. ed ] metodo alle differenze finite forniscono fino ad un tempo part a
0. 1*trif nspetto alla soluzione della lastra prana
Errore_tangente iperbolica: 4.4%

Errore differenze finite~ 9.6%

Infine si rappresenta 1’ andamento dell” errore relativo nspetto alla soluzione delia lastra prana a
divers) tempi, per i due metod: sopra citati:
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rrowe refative in vadore assoluto di solusone della Lastro prana nespette atla solwgaone indisiduata col metodo miteerale. con trad
funvtion fa tangenie iperbolica
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Frrore relativo in valore assolulo di solivione della lastra prana rispetto alla soluzdone individuata col metodo detle ditferense bate
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