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' l iàccia 
tesina

Si st li ín vi( upprosrinutu mediont? il ntblo i te$d? il tr.u ritorio tcfiirlt o(offl,,tk ua un
muntu di dsfdlfo inizírlnu tc( 200o(. Si stlulmatìzti l'ÍíAho orne un toryo *:ni infinito.

lntroduzione

Il seguente lavoro sr prel igue lo scopo dr srudrare i l  t fansitono trtnnco. relatt\o ad un Inanlo dl
asîalto inizialmente a 200'C rl lustrando lrpolicazrone rl i  drl lcrcnt merodologre dr s\ i lupDo e dì
soluzione del problema retîo da equaz ronì diffefenzral i  al le denvate parzialt ( l tDl )
l l  primo capilolo inlroduce alÌa teona dd corpo senrr-rn1ìni1o. nìodeìlo semplìce ma dt grande utt l t la
nello studìo dei pnmr rstantr del f inomono dr c'volrrzione terntica in corpt sol idi con tenrporaturù
impostc suì contotno o pru in generale a conlafto con lìuldt (ara o acqua ad eselìtplol. ed l l luslr i  1a
ricerca della soluzrone esatta medtanto r l  metodo deìle soluzionr si l l rrI
l ì  secondo caprtolo espone l applicùrone deì metodo rntegrale. val ido suppofto per Ie f lsoluzone di
probleml che presentano soìuzioùl esa$e di complessa deternÌrnazrone, che consisle nèl aìcercaae
una soluzione approsslÌata dr un equazlone di lÈrenzale alìe deri\ate parzrî l ì- la qualc r l  pru dcìlc
\olte po.ta a r isultat i  pi ir  che accettabilr dal punto dr \ìsta inse!:nerist ico
Il  terzo caprtolo ìntroduce la îgoria dcìlc equazronr al le diffe|enze f inite. i-rrncrpale rnetodologrì
numeflca per la soìuzorìe di PDE. e ne iÌ lustra alcune appLcazronr
Irrf ine nell 'ult imo caprtolo si estende i i  modcllo dr corpo serri-rnfìnrto al la descrrzrone dol
trarsrtorio termrco di una laslra prana c sr rrassurnono i nsultat i  ottcnutr con le dircrsc mctodologrc.
al f ine di evìdenziare l imrt i  e plegr delle stesse

Capitolo I - Modello di corpo semlinfl  i to

lì  modello di corpo semr inf inrto n.Lsce per descrivere l  eroluzione deÌ carnpo dr lcrnfcrdt,rr l l  in un
sojido la cui estensìone occupa un semlplano. cd è pertanto carotterìzzato da Ltn Ltnrce superf icrc
esposla al lo scanìbro teìmrco L cstcnsronc rndelìnrta del solrdo polrebbe suscrÌafe perplessrt ir
poiché in pnma battuta nsulta di l l icì le lro\ 'are nella pfatica eppllcazioni dr questo nrodollo chc sr
presenta come una traftazione analr l ica estrrtta. mî la forza c la lal idit i i  dr t l ìe nrorlel lo r isiedono
nel lkto che dufante ì primr ìstantr dcì îenomerlo dr conduzrone ternìlca la perturbazronc Introdofa
su Lrna delle superlci dr un corpo des.f lvrbi le efreverso Ínodell i  ernidinrensronali .  non reggrunge
l'altra suoerticie che di fìtlo rìnìane ìmDerturbilll
Una senDìrce analisr del orobleorn dr un manto dr asfalto rnrzialmcnte a 200"C ri \eh un caso
pratico dr applicazione del modello: al l- istante inrzrale la lenìperatura ò dr 100'C cd e
unifomlenleùle distr ibuita nel nranto d'&ifàlto. nìan nlano ahe rl  lernpo tfascorre sr ( lsstrva coilù
úro spessofe sempre mag!Ìiore deì manlo e soggetto ad un decrenÌento dì tempcratura
lnizralmente ci sr e posti l  obrettrvo dr analizzare dapprinra rì caso con coefl icrenle dr scarnbro
termico convett ivo i ì  rnlìnito. con lrntenzrone. successivamentc. dr uti l ìzzare r nsullatt ortenult
come base di parlonza per lo studro del caso coî h f inrto l ì f tavia. ln qucst ultìmo caso. st e
palesalo Lrno scarso vantagrio dell applicazione del metodo integrale. in quanto talc nlotodo a
scapito dr una soluzone approsslmata dovrebbe permettcrc una tacrle rrsoluzrorre analrtrca del
problema. ma ìn queslo caso la r isoluzione del problema ha portato ed una equazlone nor lrncart dir
r isolvere per i lerazione Sr è scclto qurndi di non .rpofiare l  dsultafr del la r isoluzione dr queslo t lpo
di problema e dr concenrrafsì suì caso dr h infìnrro
Falta questa bre\e prenlessa sr rùtroduce iu dellaglro i l  modello matenlanco
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1.1 Schematizzazione del problema 

Considerando h molto grande, al limite tendente ad infinito. 

AIl'istante iniziale 1a temperatura edi 200°C ed euniformemente distribuita sui corpo: 


~~~i~infin ito T t /\_v/ ___ - J - T{tr=O} = Ti 

~ 

Tf 


h 


xo 
Scelti. gJi assi come in figura si introduce il set di equazioni che descrive il problema in esame; 
I'equazione PDE della conduzione e corredata da due condizioni al contomo per la variabile 
spaziale e una per la variabile temp~rate . 

1) Tt= a Txx/ PDE 


2) T(x=O, t) =If condizione al contorno x=O 


3) T(x-+ 00, t) = Ti condizione aI contorno x -+ 00 


4) T(x, t=O) = Ti condizione iniziale 


Si sceglie ora di adimensionalizzare il problema (al fme di renderlo piu semplice); cia comporta 
l'introduzione delle seguenti variabili adimensionali : 

e= ( T - If) I ( Ii - Tf ) 

~ = x I xrif 

• = t I trif 

Dal processo di adimensionalizzazione della PDE si osserva che resta incognito il valore 
della lunghezza e del tempo di riferimento e si giunge solamente aHa 10ro correlazione: 

Xril.2 = aTrif 

la perturbazione e quindi la profondita alIa Quale si avverte )' abbassamento della temperatura 



1') 8~~ = 8,; 


2 ' )6(~ = 0>-r) =O 


3') e(~- 00, -r) = 1 


4') e(~ , 't = 0) = 1 


Corpo 8~' 
Semi-infinito 1_ 

8 (t=O ) = 11 

o 

1.2 Soluziooe aoalitica esatta 

Come si puc vedere il "metodo di separazione delle variabili" non eapplicabile poiche la 3') non 

risponde ai requisiti di omogeneita suIle condizioni aJ contomo richiesti daJ metodo. 


Un problema lineare non omogeneo puc invece essere sempre risolto in modo anaJitico, e tra Ie 

tecniche eli soluzione il legame spazio-tempo induce a ricercare la soluzione mediante il "metodo 

delle soluzioni sirnili". 

Si ricerchera quineli la soluzione 8(~;t) come funzione della sola variabile s = s(~;t), dove s edetta, 

app\mto, "variabile di similitudine". 

n vantaggio e che s e un'unica variabile che contempla ~ e 't, e se si riesce ad esprimere e in 

funzione della sola s allora il sistema aile derivate parziali (PDE) si semplifichera in Wl sistema 

ordinario (ODE). 

Posta quindi : s = s(~;r) = ~ J('t) provo ad esprimere Ie due derivate parziaJi in funzione della s: 


-derivata rispetto a ~: 
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^ ,l I Jr -
' i  , 9  l l - t

tt.s J i
da cur:

^ J ,q '  r t  , l '
, y  =  . _ - : J  î  l î l- -  

. A  , 1 :
do\ e

-oer\ata ì ìspel lo e I

1 ' t r \
S. -  S ' - i  .  / ' r  r t  -  S ' . \  :  :

|  \ r l
Dalla l ' )  si ottrene:

t  l  r \
, Q " . t ' r r r = . q ' . , .  /  " '

I \ r )

da cul
l ' t  r \

, 9 ' ' - , r i ' . \ .  1 l _ _ l  l i  )
I  \ r )

Affinche la (1" ) r isuÌt i  un equazone solo nelle vanabilr ú e s. rntphca che rl  grupon I / '  (h(.c
Iunzlone di r sia una costante

l ' ( r \
|  \ r )

ed rn part icolare dal la soluzione del la (5) sr vede che la costante d( jv lr  avcrc ùn \alofe neg.rt i lo
a ì t r r m e r r t i  . i  a r  r c b h c  u r r a  . o l r z , o r <  r m m : r ! r n i r r a

l-e condizioni  al  contorno invece diveneono

e(i 0. t  ) 0 (2') 0is=1)) {
0(( 'o. r) = ì (r ')  0(s , ')  l
0 ( { . r=0 )= l  (1 ' )  0 (s  i l 0 )  ú , )  I  pe r  l ( { r ) . -d ,

e sr osserva che le condrzronl (-1 ) e (4') coniluiscono ùcl là condìzioùe e (s:qr) = I

[Ì problem4 iniziaimente descntto da una PDI- è ora d]ventato un srstema dr due ODI con ìe
relatlve condizlonl aì contorno

l l  I (  c o n ì a C (  l ( O l - " ,



, 9 " -  , 9 ' . , r ( ' :  con  l e  C  (  H  i s . -o l  0  e  0  ( s  , / , )  L

Per '"aÌutare r l  segno della C sr ùÌteg.t la pnrna ODE per scpara/one dr \anabìl l
/ ' ( r )
- =  ( ' ( s )
I  l r )

fla) '. (1" )

ed dalla soluzione deìla (5). colne an1Ìcipato. st osserva che la scelta dr porre C.:0 ò do\uta i l  l ì1to
che la I appanrene ad R. unr scelTa dìversa dì C (C..-0) avrebbe comporrato rnlattr unl f
appartenente al campo deì nunìefl  cotrpleslr r\ l lalìneslott iene

t t
2 l ( r )

La costante A si ott ieoe rmponendo la condrzione Ìnrziale

f l01=,"  + l=U

da cuì

( \ry;
Determìnato clurndi prelentrvamente r l  se-qno dì c si  può rùtcgrare la secondaODE. e per frr lo sr
introduce la var iabi le ausi l rarra p ( ]  .  che permetle di  scindere l i  ODE del secorrt lo or 'drno tn un
srstenla di  due ODE dr pr inro ordine

lntegrando la seconda per scparazr{me dr var iabi l r  sr onicue

J t ,  , , l r  ,  t ) 1  I  ''  r \ (  ) i  ,  l \  . . / \  ) l n  i  , ! '  t  ,
. / \  ' p  l . ' )  2

Sosiituendo questo risuharc nÈlla pnma ODE s1 ottiene

i :
dS=t ,  c '  L l . t

che rntegrata fòmrsce



! l

I)al rrsulîato sr rìcoioscè un rntegraie di ( iauss. Der senìplr l icare i l  l i r l lo nrol l i l trLhran.n e dr\ i i i ranl(r
Per ( ,'JJ

u _ ( V l l  (  , / \  V l  |  ,  \ i . T  ,  V lu -  , . J  -  l .  , / -(  ;  ! l  (  - ;  I  ( ,  , iz  i ,
n l l i  . , ,  . (  (  . , \

2( \ .,/2 l

r I
dovc crl(--) = -f 

)" 'c/: i  del la funzrone deglr errori cd e oìdlcata con cr(z) , nrcnlre r l
^n 'tt i

complemento a I dr questa iunzione r renc rndrcato cl i lz;

Applicando lo condzioni ai conîomo sr orLri:nc

t-
J r .  { l r . -  { l  }  l -  '  .  ( / /  r t , '  . .  t j  }  L .  t t

t (

- l (, 9 t  \ > r t ' ; ) ' ' - 1  . , 1 t ' t . 0  + , , -  -')( 
^l:'t

Rrscriviamo la ,9( r ) l

, c r , t  , , r ( ' - ' I  . . , , ' . :  t t t t t .

t J : ;  J :  )
Soslrtuendo i l  valore di ír l  trovato dalla soluzronc della prina O[)l :

I r ' . '  I3 t \ t - ( t ' t  ' F  
;  j , .  , , ,  , i . '

I lalìa soluzlone sr evidenzra che la scelîa deìlr costante e l ibera, qurndì pcr cvrdenle sempìrcrla sr
, -  tap o n e p n n a l  -  r l z

l l  campo adrmenslonalc dì tcmpcratura sr presenta qurndi neìÌa tbrma
/  É l

.9t  " t-cr: /  : i :  I
\ - v r l

e volendo nportame i andamcnto In un grafico
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, 1 
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"5" 111 funzione di variabil i adimens ionali è uguale a: 

mentre in funzjone di variabili dimensionali: . = x I [2 u:/ ] 

11 profilo di temperatura in forma ilimell ionale può così essere -eritro · 

T = Tr + ( T, - Tr) el} ( S) 

Capitolo 2 - Metodo integ.'ale 

Si dcs<.:m·c nel! seguito la sol uzione in via analItica appro imata COli il metodo in [Cgralc: IO cnerale si 
ricorrc él. questo metodo quando la soluzione esatta (o la U3 manipolazione) risulta complicali., ~cr cui 
diviene plll ~cll1plìcc, C quindi più conveniente. det ffilinare li lla soluzione app ros ill1:l(él. consci dcI fatto 
che così facendo commettiamo un certo margine di e lTore. Appare ovvio che più un profilo SI <l\'vl ci ll:-l 
al profilo della soluzione esatta. minore sarà l'errore di appros imazione . 
Imporre la validità dell'equazione (1) signi fica imporre che in ogni fett ina della lastra SI:") soddisfatta 
l'equazione di continui tà dell nergia. Con il metodo in tegrale si vuo le soddisfa re 110n localmente il 
bilancio d'energia ma in tutto il dominio di integrazione: 

f9;~d; = 

cc

J
: 

9rd; 
O O 

La soluzione approssi mata l3s deve comunque dipend re dall a coordinata spaziale. anche ~c r equazIone 
integrale contiene solo termini in L . Sì deve pe rtanto sccgliere una fam iglia di curve rispetto ., 1\:1 ~ che 
soddlstì le condizioni al contorno . 
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Corpo T ' /\
I \ fSemi-infinito .. /

\ ' 

T(1=O) =Ti 

'. 

Tr 

h 
T(t=OQ ) ;;;; Tr 

x o 
Da una prima analisi del profilo si puo vedere che quest'ultimo all'istante iniziale t=0 si trova alIa 
temperatura Ti, mentre a O+dt un sottilissimo strato del corpo a oootatto col tluido si eportato alia 
temperatura Tr, e che ad un x sempre pili a destra la temperatura si porta di nuovo a Ti con un 
andamento a prima vista di tipo esponenziale. Allo scorrere del tempo il profilo risulta sempre piu 
stirato senza tuttavia cambiare forma., cosi che ad un x sempre pili a destra si raggiunge sempre la 
temperatura Ti. 
Da questa analisi qualitativa si vanno a ipotizzare i seguenti profili che si basano tutti 
essenzialmente su un andamento d.i tipo esponenziale. 

Dall' andamento qualitativo della temperatura si ipotizza una dipendenza del tipo: 

~= l - exp(-~J
a(r) 

Integro l' equazione (1 ') tra 0 e 00 : 

o o 

Effettuando Ie opportune operazioni e sostituendo i valori delle derivate: 

9 



^  |  I  j - '

d ( t )  L \  a ( r ) l

Si ottrenc:

|  , [  Í  J , r \ r l_  : _ l _  L - . - . e \ p
d t r )  ! -  t ^ T t  J r  

-  
"  , r ,  r , J

L rntegrale a secondo membro sr rrsolre pcr parr

r l  i  u d l T )  | _ L -
|  -  . i :  -' 1  , r t  r )  J r  ,  u t r l

f
I  J r t r ) l  -  -  ì l-  ,  - , / { r ì _ ' e \ p

t t t r t  u ,  
I  

, r l  r )  l

e al la f ine sr ott:ene

|  ú t ( t )

'l

l

. / - ', l
l r r ( r ) e \ p l
i  i  { / ( r ) l l' l

&t ( r  I
d r

d l r  )  . l r

Sepanamo Ìe lariabrl i

d ( r ) J a ( r ) = d î

Dalla quale si ottiene. una voÌîa cffcttùata l'integrazrone

a1 r )=  nD ì  +  r ' .  1s  1

lmponendo la condizone l:1 )

.  |  ' ì
, 9 ( - , . r t )=  I  e rp  - l  = l-  t ,  . i l l l )

Da cur a(0)=0

I r n p o n ( n d o , l u c s t d  c o n d r / r u n .  n ( l l r r <  r . r  I d  ( -  o  - + r t {  r )  V t r

da cur ìa legge

(  : \
J = l - r \ p  -  -

\  . /2r l

lmplementandola graficamente. in un dlagramnra ú-; al variarc dei tenlpo. sr ottlerlc

t ( l
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:,/d
~- ---- 

w =-= =r=::: ' I ... z= • = - c=:z=-' 

dal diag ramma SI evidenzia l' evoluzione cl lIa di minuzione dell<l temperatura ne! corpo 

all'aumentare del tempo_ 

Confrontiamo ora questo risultato, prescinden do da considerazioni di carattere quaJllitativo che 

verranno esposte nella parte finale di ques to lavoro, on la ~oluzione esatt a: 


! . 

Vogliamo ora cercare di ottenere una soluzione approssi mata più accurata ipotizzando lln pro tì lo 
dato da una combinazione di esponenziali , CJuali la tangente iperbolt ca: 

_':>"
ç J e"tr ) - e <I(n 

.9s ::: Lgh {l( r ) ::: -,---_-.;( 
e U(T) + e a( r } 

Riprendendo la : 

Si vanno a esplicitare le den vate: 
Of.' 

ll l 
- ----,----- --1 

a(I) a(I) 
cosh(_LJ2 

a (r ) o 
Il 



ul î  I '

".,.nl, 
i ì'

\ r ' l ( r ) / l

l- lntegrale

' |  
^  , .

= ''''' i "[

dr quest'ul

I  u ( t ) '
| .,( rf

t r ì ìd drvenla

LI: -,(.) lt"i.urhl-': l l
!  t  ' (  r  ) / j ,

l
j

,  i  "  ì l '-à 'd làl l
i

L ! l t

ì '
' ) j

ul!)

Sepanamo

1
ì

t l l r )
= . / (  r  ) '  lo l l l  I

l l  nsultato appene ottcnLtto è slalo ncavato lpot izzando che sr abbra d/r / : -0 (pcrche al l r i r rent i
l  ln legraìe tenderebbe a inf ini to).  o1ten. 'ndo cosi

du(r \-  .  log( t  )
d r

ìe varrabilr

I
tt(r' ldtr(t\ = -- lr

tog(t)

Da cur sr ha:

t r ( r \ :  I
_ -  - - - - f  ,  J , . L r  . r  , , r | | c r c  . / l  I l  I  f  - .'  11 ' 912  r  !  l og r  ì ,

Ove i l  segno da!antr al la radicc andra preso posrUvo (essendo pe. ipotesr r(r):-0). nrentre le costanle
cr sl rrceva dalla condrzione rnlzrale che in terrÌ inr di a(r) sì traduce

.9( f .0)  = l  + / / (0)  = 1)  +r  =r)

Si  ha :

f 2
d l î l =  l - r

Ì  ìos( I  )

Ì l



----

dacui : 

9s = tgh 
2 

---T 
log(2) 

Rappresentiamo ora quest'ultima per diversi tempi: 

Ci preme ora evidenziare che, prescindendo dal livello di approssi mazione ottenuto con i due 
profilt , si ottiene un an damento del profil o di temperatura coerente con la soluzione esatta. Infatti , 
all' aumentare del tempo, per ottener lo stesso valore di temperatura bisogn i! spostarsi pi l. !:. d~stra 

nello spazio, e di una quantità che a con la Fr; ovvero per ottenere lo stesso va lor~ di 
temperatura a diversi tempi sia nella soluzione reale che nell e sol uzioni appro si male, indi vi duate 

col metodo integrale, si palesa la relazIOne: -Iiç 
= co tante 

:.~ 

Un altro tipo di analisi potrebbe farsi osservando la nduzi one d, temperatura ad un x fissato . 

Capitolo 3 - Differenze finite & ,H"ogl-amma in CPL 

La relazione che regola il fenomeno in esame è un tipIcO esempio di equazione differenziale alle 
denvate parziali , lineare, a coefficienti costanti, del primo ordine nel tempo e del secondo ordine 
nello spazio (monodimensionale, in quanto secondo l' ipotesi di corpo sem.i-infll1ito le altre 
dimensioni SI ritengono in finite , motivo per cui i gradienti dì temperatura lungo queste ultime sono 
nulli). Tale relazione ri en tra nella categoria delle equazioni dJfferenziali cosiddette paraboliche. 
Volendo effettuarne in questa sede una integrazione numeric~ per la ricerca della solUZione 
dell'equazIOne tra i diversi metodi di risoluzione ci avvaliamo del metodo alle differenze finite . Tale 
metodo è utile quando dobb iamo risolvere nu mericamenre equazioni ordinane anche se spesso è 
usato come schema di avanzamento nel tempo per problemi alle derivate parziali (caratteristica che 
sfrutteremo anche in questa sede). Le differenze [mite sono di gran lunga li metodo più semplice e 
intuitivo tra tutti e pennettono anche lilla facile analisi di convergenza. 
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n metodo alJe differenze :finite' si fonda suJla discretizzazione del dominio suJ quale edefinita la 
funzione di interesse e sui concetto dell 'approssimazione del valore della derivata della funzione in un 
punto X, con combinazionj lineari dei valori della funzione stessa in un intomo di x, desunti con 
I utilizzo deWespansione in serie ill Taylor. 
Essenzialmente si sostituisce, nell'equazione da approssimare, ad ogni derivata un rapporto 
incrementale fimto; ciQ permette, ad esempio, di trasformare un'equazione alle derivate parzialiin 
un problema algebrico. 
Dato un problema defmito in lOlO spazio monodimensionale (x,t), si defmisce una griglia di punti 
nel piano (x, t) fissando un passo di discretizzazione spaziale dx=h e temporale dt=k, in questa 
modo la griglia sara data dai punti nodali del piano (xm; tn) = (m*h; n*k), per valori interi positivi 
men. 
Per esempio, per una funzione regolare u(x,t) la derivata temporale PUQ essere approssimata sia 
dalla differenza in avanti (forward): 

Oppure da una all'indietro: 

. ' _ (}U_ _ u(xm . t,J - u(xm ' t) - 1) 
D_( u ( .l.t)) - a - /:j , t f 

o aneora da una di tipo centrale (ottenibile eome media aritmetica delle due approssimazionj 
preeedenti ): 

(. (. )') = au = t( (x m. tn-J - Lt(Xm. tn - I) 
Dc\'U. x.t at 2M 

Per ottenere delle espressioni approssimanti Ie derivate di ordine superiore, si possono combinare 

gJi operatori differenziali disereti relativi agli ordini inferiori. 

Ad esempio, per ottenere un'approssimazione della derivata second a, si PUQ serivere: 


2 ( ( )) _ ~ [ ( ( . . ) _ ( ))] _ 11 (xm. tn- J - 2u(.ym.tn) + 1I(xm. tn- J 
D "u x , t . - .1t V _ I,u X m · t1,J D__,il X m · tn . - 8.t Z 

Nell ' ambito delle diff'erenze [mite oecorre individuare gli schemi che meglio si prestano per la 
discretizzazione dell 'equazione nei domini spaziale e temporale. 

Facendo ora riferimento all'equazione del caJore, indicando con U la temperatura: 

Che pui> essere riscritta in termini di differenze finite secondo eliversi scherni, se ne riportano di 
seguito alcuni appartenenti alia categoria eli sehemi a singolo step: 

nell'individuare uno schema la cosa piu sempliee eapprossimare la derivata temporale con 
una differenza forward e la derivata seconda spaziaJe eon una differenza centrata seconda, 
otteniamo cosi uno schema esplicito: 
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U(Xm ' t11 - 1) - U(X1)'!' t" " = k u(xm-:.. ' t li ) - 2u (-''"In' t,,) + U(Xm- 1• t71 ) 

~t Ax2 

sostituiamo la derivata forward con una derivata backward, lasciando invariata 
l'approssimazione spaziale schema implicito 

U(Xm,tn- J - u(Xm.fn ) = k U(.Ym-l· t -J - 2u(xm ,fn _ 1) -+ u(xm - 1,f1;"'1) 

~t ~X 2 

una generalizzazione naturale dei metodi precedenti edata da una media dei due ottenendo 
10 schema di Crank-Nicolson (anche questo euno schema implicito): 

u(x"" t,.-J - 1/(\'",. t,,~ = ~ [U(.l",_: ,L,_) - : I(.\m. c " _ ~ j - lie: \,.,_:' t ,,_: ) ~ ul, \ ,.,+ : It.,) - 211(.\"",. t,,) - U(.l .,._: .l'l)] 
~l ~ .1.l ::' . j,.l" : 

Di questi schemi si puo verificare la stabilita eff'ettuando un'analisi di Von Neumann, di cui ci si 
limita a descriveme brevemente i risultati. 
Lo schema esplicito edi ordine 1 nel tempo e 2 neUo spazio, e per avere stabilitA richiede che deve 

k * dt 1 
essere rispettata la condizione: 2 ~ -

dx 2 
Questa condizione e abbastanza restrittiva poiche, se vogliarno ad esempio dimezzare il passo 
spaziale (al fine di ottenere una maggiore accuratezza), essa ci impone di prendere un quarto del 
passe temporaIe, ossia un piccolo cambiamento nel passe temporale produce in pratica un 
comportamento molto diverso della soluzione approssimata 
Questo e il motivo per cui Ie equazioni paraboliche vengono trattate con schemi impliciti, che si 
presentano incondizionatamente stabili, rna risultano meno agevoli da implementare del 
corrispondente schema esplicito. Infatti conoscendo il valore di U(x".,tn) non eimmediato il cal colo 
di U(Xm,tn+l). 

In particolare per la nostra applicazione, come anche in uso generale, si eoptato per 1 'utilizzo delle 
schema di Crank-Nicolson perche a scapito di un onere computazionale di poco superiore alIo 
schema implicito backward permette di ottenere un accuratezza di ordine 2. 

Si riporta nel seguito il programma che risolve il problema in esame nella forma adimensionaIe, 
implementato utilizzando il software di calcolo CPL. 

USE d".a 

USE rLche~ks 

RE:AL L-90 

REAL tempomax-10 

INTEGER M-250 

INTEGE1\ N~41 00 

REAL K-l 

REAL 81f,,-O 

REAL bet" 

ARRAY(O •• M) OF REAL U-O , UI-O, K-O 

REAL <ix-LIM 

RE:AL dt t ...poma xJN 

DO x(il-dY.· i fOR ALL i. 
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SUBROUTINE BuildMat (ARRAY (' , ') OF RElIJ.. A' ) 

LOOP FOR i-I TO M-l 

AI1 , .II-- . 5'K/dK" 2 

A(l , +OI-I/dt< K/dK" 2 

A(i ,-1)-- O.5'K/dK"2 

REPEAT WOP 

A(O , O) -1 

AIM , O)~l 

E;NO SuildH<> 

SUBROU'l'INE BuildRHS (ARRAY (.) OF REAL chs " ) 

ch.s 0 

LU(J~ tok 1- 'W 1'\- 1 

rh.:s (i) -UI (11/dt+O . 5·K/d.~ " 2' (Ul (iH I - 2 ' U! I i) IUI( ~ - J) I 
Ref tAT r..oOP 

rhs(O)-alf" 

rh.s(MI-beta 

END Bui) dR.H 

ARRAY(O .. I~, O .. NI F REAL Us"l 

ARAAY(O . . H, -l. . 1) OF REAL II 

ARRAY(O . • MI OF RE;AL rhs 

BuilclM<l t (l\J 

Ll.'decanp A 

DO Ul (il FOR ALL i 

OPENGRAPH 

LOOP F'OR l.~o T" N 

Sui IdRHS ( rtls) 

U-A\rhs 

PWT(U , KI 

U:Jol (. , i}-U 

UI-ll 

REPI!AT LOOF 

CWSBGRAPH 

!--- - - --eolcolo Is ~olu%lonQ ve_~ dell 'squazione per ogni x e t-----------

1-------------------------------------------------------------------------

2 9! ----def.;.ztl3c"t 1" fun:o:.ion& deqli ecrori con NBWton- Cores del rdintii: 

REAl ruNCTION f (REAL el-(2·EXP( - ~ " 2)) / sqr (PI) 

RBl\L FUNCTION ER.(REAL e) 

REJ\L ds-CIO r er f-aO 

d ....e/lOOO; 

IN'I'EGER i -O 

DO 

rf-erf_1 (d.l/l)' (f(eil'.· f (el+da)+f(ei+Zodel I 

i-i+2 

WHILe. ei<t:! 

RETURN ec[ 

END ERF 

IIRRAY(O ..H, O .. N ) OF REAL SOL 

ARRAY (O .. NI F RSAL cl -O 

DO tJ(ll-dt'l FOR ALL 1 

NEAt. e-O 

LOOP F'OR la!. 1'0 tl 

LOO~ FOR i~O TO M 

u=x(il/ (2>SQRT(t l!1)) 

SO L [l , ll-ERF(e) 
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!---- implementa 10 funzi one degli arrori ERr 

REPEAT LOOP 

REPEAT LOOP 

!--------- ~icercB dell ' errore relutivo maBsimo tr~ sol ver eol en dif f fin 

ARRAYIO . • M, Q .. N) Qf KEAL ERR 

LOOP FOR j-1 to N 

LOOP FOR i-I TO M 

ERRii,j )-MAX lASS (SOLli ,j) - Usolli , j I) III (SOLO , j ) II I 

REPEAT LOOP 

RE?EAT LOOP 

REAL accore-=-O 

..rror....HAX(ERR l 

WR17E BY NAME e.t rore 

OPENGAAPH ("p,ova .gnu") 

WRITS TO 9nuplot " aet :.... ldbel ' x ' ;!3et ylabel ' tet ' " 

WRITE TO gnuplot " "<It mulciplot " 

SHOWGRAPH 

PU)T (U"ol I' , 10) " I 

SHOWGAAPH 

.W'l' IUsoll ' , ·00) ,x i 

SHOWGAAPH 

PlOTiUsoll' , I~OO I , , ) 

SHOWGAAPH 

PLOTIUsO"I' , 400uJ ,x) 

SHDWGRAPH 

READ 

CLOSEGRAPH 

OP£.NGRAPH ( " Grro("f;:! . gnu " ) 

WIUTE TO gntJplot " SEr t ;>i label 'x' ; B&t: y label ' errore' " 

WRITE TO gnuplot " set multi.plot" 

RANGEIMIN(><) . . 11AX130) , NlNIF.RRI ·· [MAX!ERR ) - O. OJ J ) 

PLOT (ERR I ' , 1) ,x) 

SHDWGRAPH 

PLO!!!!RRI ' , 10) ,x) 

SHOWGRAPH 

PLOT (ERR I " J 00) ,x) 

SHOWGAAPH 

PLOT (ERR!' , .100) , x l 

SHOWGAAPH 

LOT (ERR 1' , 10001 , .' I 

SHOWGRAPH 

PLOTiERR! ' , 2500) ,xl 

SHOWGRAPH 

IlEAD 

CLOSEGRAPH 

U confronto con la soluzione vera eriportato nella parte finale. 

Capitolo 4 - Coofronto coo lastl"a piao3 

Volendo estendere il probl ema ad un caso reale si sono ricercate Ie dimensioni caratteristiche del 
tappeto d' usura della pavimentazione stradale. Si eevidenziato che 10 spessore del manto di asfalto 
edi circa 3 em, dimensione che paragonata alle altre risuJta di gran Junga inferiore, da qui l'idea di 
schematizzare iJ manto d'asfalto come una lastra piana inizialmente alla temperatura Ti, con 
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condizione di simmetri a del profilo: 

Corpo 
Sei ì \-infinito 

8 -:t
' l 
:: ~ 
/ 

/ 
;' 

.' 
/ 

/ 

e (l=O) = 1 

(2) e;u~ =0, -r) = ° 
(3) 0(l) T)'= ° 
(4) eU~.t=O)=1 

la CUI soluz.ìone è Individuata con ti metodo di separazi one dell e variabil i. ed è nota. 

1l 
con An :::: - (2n + 1)

2 

Ora per avere da quest' ultima la soluzione pe r tempi piccoli si dovrebbero considerare infmiti 
terrnini, ma dal punto di vista ingegneristi co ci bas ta scegliere un valore dI Il grande e lmplementare 
la sommatona in un programmino per ottenere la soluzione. 
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·~rclolo <\I r_..,.,.. 
:n :-:olQglhDtfro!lt) _':'N'DNlO2:le. 

POSSiamo quind i, preso un Il grande (es. 200), confronta re le due oluzloll i e indi viduare l' istante di 
tempo oltre il quale il nostro modello non ' più 111 grado di rappr scntare il fenomeno . Dai risultati 
SI e eVldl:n7.iato che fino ad Wl tempo pari a !=O, l >i< trif [sJ. con un errore del 3% circa , è valida 
l'approssimazione di corpo semi-infini to . 

Volendo Ofa ritornare al ca o di m nsi onal e i riportano le caratteristiche relat ive ad un manto di 
asfalto individuate in lette ratura, ipotizzando il materiale come omogen"o : 

calore speci fico c O . 92.10 ·' ~ 
kf!,K<. 

l1ensità p 
1. 00 -7- 1.}8 g ~ 

cnr' 
Conducibilità K 

0.55 kcol = 1.16 ~ 
hmo(' mCC 

k 
Diffusività termica a =- 

p-c 
l 106 .10-6 ~ . . ~ 

m· 

Nel calcolo della di ffusività termica Sl è assunta una densità pari a 1.14 g/C01', valore compreso nel 

range di definiZIOne della stessa. 

Ora ncordando che l'adimensionalizzazione ci ha portato W11ega l11e tfa la Xcii" e la Iri i del tipo: 


1_ '" Xri f - (J. trif 

riferendoci allo spessore tipico di un manto di asfalto, possiamo scegliere come Xr iFO,03 !TI , da CUI 

individuiamo il valore del tenl.po di riferi mento: 

19 



( O.oY 6 = 813.7s ::: 13.6min 
"j a J,1 06· 10

11 valore di tnfriferito alla scala dei tempi CI di ce se il fenomeno è dell 'ordine dei secondi , minuti , 

ore, etc ... , nel nostro caso tru ci dice che il fenomeno si misura in minuti 

Noto il valore della I:ni possiamo quindi esp lici tare il tempo ol tre il quale Il nostro modello non 

rappresenta più una va lida approssimazione: 


/ = 0.1· t, I{ ::: 8] .37s ::: 1,36min 

4.1 Conclusioni, confronto dei metodi e considerazioni. 

Dal confronto tra la sol uzione analitica del problema (rappresentata dalla funzione degli errori) e le 
funzioni approssimanti da Iloi ipotizzate (esponenzi ale negativa e tangente ipcrbolica) , scatullsCOIlO 
i seguenti diagrammi, i quaJ i mostrano COme e di qu an to si discostano le seconde dalla prima, dalla 
parete del corpo semi-infinito fi no a LIlla profondità di 30 ç, avendo paranlctrizzato il tempo a 
diversi istantI l'. Nel primi due possiamo edere come si discostano le solUZIoni approssimate da 
quella reale: 

nel pr;mo caw f} = I - exp( - k J 

· ",t l ~ · 

.~ '. ':' . 

,. 
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( ç 

l 
Nel secondo C<lSO: /JS = Ighl---;======= 

_ 2 T 

log(2) 

"JL.:.!.I 

1),_:- _ 

1..11 _ 

SI nota già qualitanvamente come in effetti la fun zione tangente iperbolica approssimi la soluzi one 
analltlcCl con uno scostamento minore, come è me ~so in evidenza dai seguen ti d\3gram mi che 
mosl-rano, nello stesso II1tervailo spaZlale e ai medesimi istanti di tem po, l'andamentO dell ' er rore 
relativo camme so ri spetti vamente nel caso dell' sponenzi ale nega ti VA e della tangente Iperboli ca . 
L'errore relativo vien e riportato in valore asso luto : 

errore re/util o = elI - f 
erI 
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In particolare nel secondo caso noti amo come effettivamente l'approssimazione Sia mollO buona, 
essendo lo scostamento massimo dell'ordine del 4%. E' possibile mostrare i risu/(atì in 
dimenSionale per avere un 'idea più immediata' 
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Privilegiamo come trial function per il metodo integrale la funzione tangente ìperbolica, che ci 
fornisce un errore mass imo del 4%. 
Per quanto concerne invece il metodo delle differen7.e fimte questo presenta un errore r)1assimo 
dell 'ordine del 6%, a vantaggio però di una sempltce implementaZlone del programma e della 
possibilità di risoluzione di problemi affini con diverse condizioni al contorno ed inw,alt , 
Si riporta di seguIto come nei casi precedenti l' errore relativo , e l'andamento del profilo per diversi 
valori del tempo adimensionaleT. 
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